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O problema de ordenar (Sorting)

dada uma sequéncia de N registros de dados dj, da, ..., dy obter
uma permutacdo dp) X dy2) = ... = dyy) onde < é uma ordem

total definida para a chave do registro
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O problema de ordenar (Sorting)

dada uma sequéncia de N registros de dados dj, da, ..., dy obter
uma permutacdo dp) X dy2) = ... = dyy) onde < é uma ordem
total definida para a chave do registro

O problema de embaralhar (Shuffling):

Operacdo contraria a ordenar que consiste em obter
uma permutacdo aleatéria duma sequéncia de dados
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O problema de ordenar (Sorting)

dada uma sequéncia de N registros de dados dj, da, ..., dy obter
uma permutacdo dp) X dy2) = ... = dyy) onde < é uma ordem
total definida para a chave do registro

O problema de embaralhar (Shuffling):

Operacido contréria a ordenar que consiste em obter
uma permutacdo aleatéria duma sequéncia de dados

void shufflingArr(int *v, int n) {
for(int i=n-1; i»8; i--){
int r = rand() % (i+1); // random int between @...i
int aux = v[i]; v[i] = v[r]; v[r] = aux; // swap

¥
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Vantagens de ordenar

» Melhora a visualizagcdo dos dados

» Apds ordenar a busca (elemento, minimo, méaximo) é mais
eficiente

» Permite remover elementos repetidos, checar se ndo ha
repeticdes, calcular a distribuicdo de frequéncias com
facilidade

» Passo inicial para resolver de forma mais simples/eficiente um
problema e.g. calcular a mediana e a moda, obter uma arvore
geradora minima, construir uma arvore B+

» Usada em muitas areas da Computacgdo, e.g. banco de dados,
sistemas operacionais, recuperacdo de informacgdo, etc
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Tipos de Ordenacdo

Interna Complexidade

Algoritmos variam de: ‘75_3’9?5(0 mefpigﬁ)
p Troca ( quickso
Q(?’l lOg(?’l)) Intercalagdo (mergesort)

até =P Insergdo (shellsort)

Todos as chaves
estdo na meméria
principal.

Armazenamento

Selecéo (selectionsort)

/ N 0 (nz) —P Insercdo (insertionsort)

Externa

Troca (bubblesort)

Grande parte das
chaves estdo em

| Ordenagio
memdria externa.

Comparagao

Selegéo (selectionsort, heapsort)
Insercéo (insertionsort, shellsort)
Troca (bubblesort, quicksort)
Intercalagdo (mergesort)

Método

Distribuigao
Bucketsort, coutingsort, radixsort

Imagem adaptada do Prof. Paulo.
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Caracteristicas dos Algoritmos de Ordenacao

> In-place: se a quantidade de meméria auxiliar utilizada pelo
algoritmo é O(log(n))
Exemplo: Mergesort nao é um algoritmo in-place

» Estavel: se a ordem relativa dos itens com chaves iguais
mantém-se inalterada

Chaves InsertionSort SelectionSort

o e oo
o [eo Mo [ =
S IS AT =Y

» Adaptativo: se o fato da sequéncia ja estar (quase) ordenada
melhora a complexidade do algoritmo
Exemplo: Insertionsort é adaptativo
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Agenda

Algoritmos de ordenagdo simples: Selection sort e Insertion Sort
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Ordenacao por selecao - Selection Sort

15 19

Funcionamento:
Vi=1l...n—1
» selecione o minimo
da parte n3o ordenada

» coloque o minimo na
posicao ¢

36 44 46 38 47 50 48

Set 27 as the new minimum.

repeat (numOfElements - 1) times
set the first unsorted element &s the minimum
for each of the unsorted elements
if element < currentMinimum

set element &s new minimum

swap minimum with first unsorted position

https://visualgo.net/en/sorting


https://visualgo.net/en/sorting
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Ordenacao por insercdo - Insertion Sort

o

Funcionamento:
Vi=2...n
> insira o elemento ¢

na posicdo correta
da parte ordenada

2 4
26 27 46 19 50 48

if current element j > X

move sorted element teo the right by 1

p and insert X here

https://visualgo.net/en/sorting


https://visualgo.net/en/sorting
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Exemplo de Implementacdo em C

4@ - int selectionSort(int *v, int n) { 63 - int insertionSort(int w[], int n) {
41 int i, j, min, aux; 64 int i, j, key;

42 long int comp=8; 65 long int comp=8;

43 66

44 - for (i=8@; i<n-1; i++) { 67 - for (i=1; i<n; i++) {

45 min = 1; 68 key = v[i];

46 - for (j=i+1; j<n; j++) { 69 j o= i-1;

47 if (w[min] » w[3]1) 70 while(j>=0 && ++comp 8&&
48 min = j; 71~ v[jilrkey) {
49 comp++; 72 v[j+1] = v[3];

) } 73 3--3

51 74

52- if (min!=1i) { 75 v[i+1] = key;

53 aux = v[min]; 76 T

54 vimin] = v[i]; 77

55 v[i] = aux; 78 return comp;

56 } 79 }

57 }

58

59 return comp;

60 } Ver cédigo completo aqui.


https://repl.it/@mirthalina/basicSortingAlgorithms
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Andalise Selection Sort

Comparacoes | Movimentacoes

Caso Melhor
(sequéncia em ordem) n(n-1)/2 0
Caso Pior nn-1)/2 3(n-1)

» Apropriado para sequéncias pequenas com registros grandes

» In-place, ndo estavel, ndo adaptativo Caso pior?

Random Nearly Sorted Reversed Few Unique

Play All



https://www.toptal.com/developers/sorting-algorithms/selection-sort
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Anélise Insertion Sort

Comparacdes | Movimentacoes

Caso Melhor

(sequéncia em ordem) b 2(n-1)

Caso Pior (sequéncia

nn-1)/2 | n¥2+3n/2-2
em ordem reversa)

» Apropriado para sequéncias pequenas com registros pequenos
ou para inserir poucos registros em uma sequéncia ja ordenada

» In-place, estavel, adaptativo

Random Nearly Sorted Reversed Few Unique

Play All



https://www.toptal.com/developers/sorting-algorithms/insertion-sort
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Mergesort - Ordenacao por Intercalacao

» inventado por John von Neumann em 1945

» algoritmo simples, de propdsito geral, 6timo, estavel

» exemplo classico de algoritmo recursivo de divisdo e conquista

‘15‘0]10]5'9]1‘13‘3]7‘.211218‘4‘15111‘6‘



https://en.wikipedia.org/wiki/John_von_Neumann
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Mergesort - Ordenacao por Intercalacao

» inventado por John von Neumann em 1945
» algoritmo simples, de propdsito geral, 6timo, estavel

» exemplo classico de algoritmo recursivo de divisdo e conquista

‘15]0]10]519]1113]3]712]1:;?.]8]4'15‘11'6‘

/ Dividir \

‘ISlUJIUISIQI1]13J3]7]2J12]8J4]15]1116‘
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Mergesort - Ordenacao por Intercalacao

» inventado por John von Neumann em 1945
» algoritmo simples, de propdsito geral, 6timo, estavel

» exemplo classico de algoritmo recursivo de divisdo e conquista

‘15]0]10]519]1113]3]712]1:;?.]8]4'15‘11'6‘

/ Dividir \

‘ISlUJIUISIQI1]13J3]7]2J12]8J4]15]1116‘

Ordenar recursivamente

‘olll3|SJ9|10J13|15|2J4|6]7ls]nle]ls‘
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Mergesort - Ordenacao por Intercalacao

» inventado por John von Neumann em 1945
» algoritmo simples, de propdsito geral, 6timo, estavel

» exemplo classico de algoritmo recursivo de divisdo e conquista

‘15]0]10]519]1113]3]712]1:;?.]8]4'15‘11'6‘

/ Dividir \

‘ISlUJIUISIQI1]13J3]7]2J12]8J4]15]1116‘

Ordenar recursivamente

‘olll3|SJ9|10J13|15|2J4|6]7ls]nle]ls‘

Conquistar

Sl e [o[o[n[=]s]o]s]
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Mergesort - Ordenacao por Intercalacao

v

inventado por John von Neumann em 1945

v

algoritmo simples, de propdsito geral, étimo, estavel

>

» A conquista é feita usando intercalacao

exemplo cldssico de algoritmo recursivo de divisao e conquista
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LIntercalat;.?xo - Merge

Intercalacao

Combinagdo de dois ou mais arranjos (arquivos, listas) de entrada
ordenados num Unico vetor ordenado

elt[ofsfo]n]n]s]

» Comparar os primeros de cada vetor de entrada e copiar o
menor para o vetor de saida
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Intercalacao

Combinagdo de dois ou mais arranjos (arquivos, listas) de entrada
ordenados num Unico vetor ordenado

¥
Clee[e[s[e [e[o[o[n[ns] [ |

» Comparar os primeros de cada vetor de entrada e copiar o
menor para o vetor de saida
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Intercalacao

Combinagdo de dois ou mais arranjos (arquivos, listas) de entrada
ordenados num Unico vetor ordenado

b

e[ [e [e[o[o[n[n[s]s] |

» Comparar os primeros de cada vetor de entrada e copiar o
menor para o vetor de saida
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Intercalacao

Combinagdo de dois ou mais arranjos (arquivos, listas) de entrada
ordenados num Unico vetor ordenado

b

e[ [e[ [e[o[o[n[n[s]w]s]

» Comparar os primeros de cada vetor de entrada e copiar o
menor para o vetor de saida
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Intercalacao

Combinagdo de dois ou mais arranjos (arquivos, listas) de entrada
ordenados num Unico vetor ordenado

e ltlosfofn]n]s]

b

Clelelr[s[n=]s

¥

e[ [e[ [e[o[o[n[n][s]w]s]

» Comparar os primeros de cada vetor de entrada e copiar o
menor para o vetor de saida
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Algoritmo de Intercalagao

Implementa¢do simples usando meméria auxiliar
Uma das duas listas vai acabar primeiro; passar diretamente
os restantes.

» Ao intercalar elementos iguais dar prioridade ao primeiro
vetor; isto garante a estabilidade da ordenacdo

» O teste de final de vetor pode ser eliminado colocando
inicialmente o segundo subarranjo invertido
(Exercicio independente)

Amin .. a_ . bmzx . lJmjn

» A memobria auxiliar pode ser de tamanho n/2
(Exercicio independente)

> existem variantes que usam memoéria auxiliar O(1) (in-place);
porém ou sdo mais complexas e/ou menos ineficientes
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Algoritmo de Ordenagdo por Intercalacdo (Mergesort)

» Dividir o vetor em duas partes de tamanhos similares e
ordenar recursivamente

» intercalar os sub-arrajos ordenados

long int MergeSort(int v[], int lo, int hi) {
long int comp = @;

if (lo < hi) {
int mid = lo + (hi - 1lo) / 2;
comp = MergeSort(v, lo, mid);
comp += MergeSort(v, mid+1l, hi);
comp += merge(v, lo, mid, hi);

}

return comp;

b

https://repl.it/Gmirthalina/optimalSortingAlgorithms


https://repl.it/@mirthalina/optimalSortingAlgorithms
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Exemplo Mergesort

‘15]0

sort(0,15)
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Exemplo Mergesort

sort(0,15) — sort(0,7)
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Exemplo Mergesort

sort(0,15) — sort(0,7) — sort(0,3)



o
uT
O
(o]
c
[
B o
(] £
° =]
- t &
w S &
Ou\.ea
£5o0
5 =
<l

Q D-.
. CMCC8:,

Exemplo Mergesort

15

14

13

12

11

10

6

11

15

6

11

15

4

0

sort(0,15) — sort(0,7) — sort(0,3) — sort(0,1)
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Exemplo Mergesort

15

14

13

12

11

10

6

11

15

4

6

11

15

4

0

sort(0,15) — sort(0,7) — sort(0,3) — sort(0,1) — sort(0,0); sort(1,1); merge(0,1)
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Exemplo Mergesort

15

14

13

12

11

10

6

11

15

4

6

11

15

4

0

6

11

15

4

0

6

11

15

4

6

11

15

rt(2,3); merge(2,3)

— sort(2,3) — sort(2,2); sol

sort(0,15) — sort(0,7) — sort(0,3)



Exemplo Mergesort

12 13 14 15

lelelso[ (s [2[a]s[+[#]=]]

6 7 8 9 10 11

0 1 2 3 -

Lolelofoof o fofofrfa]n]ef[n]n]¢]

olelels o[  [a]mls ¢ w]x]]
sle[e[s[p[ies]  a]nls[+[wu]e]

Cele Lo oo fmfofoafefefs]n]n]e]

Clelsleeiee ] alel s e [p]u]]
‘0}5110}15]9]1]13]317]2]12}8]4J1511116‘

3) — merge(0,3)

sort(0,15) — sort(0,7) — sort(0,
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Exemplo Mergesort

10 11 12 13 14 15

‘01511011519‘-11131317]2]12}8]4}15]11]-6‘

sort(0,15) — sort(0,7) — sort(4,7)
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Exemplo Mergesort
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
‘ 0 1 5 1 10 J 15 1 9 ‘ 1 1 13 J 3 1 7 ] 2 l 12 J 8 I 4 J 15 I 11 ] 6 ‘

‘01510115 9‘113]317 2]12}8 4}15 11]6‘

sort(0,15) — sort(0,7) — sort(4,7) — sort(4,5);
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Exemplo Mergesort

‘015‘1011519‘-11131317]2]12}8]4}15]111-6‘
‘01510}15 9‘113]317 2]12}8 4}15 11]6‘

‘0115]5]10'9]1l3‘3J7J2]12J8]4]15 11‘6‘

sort(0,15) — sort(0,7) — sort(4,7) — sort(4,5); — sort(4,4); sort(5,5); merge(4,5)
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Exemplo Mergesort

‘0 1 5 1 IOJ 151 91-1 1 l3‘ SJ 7] 2 I 121 8 I 4 } 15] llJ -6‘
‘015 10}15 9‘1 l3‘3J7 2]12}8 4}15 1116‘
‘0115]5]10‘9]1113JSJ7}2112J8]4]15]11]6‘
(ol fofs[ifoasr[2[n[s] [n]n]e]

sort(0,15) — sort(0,7) — sort(4,7) — sort(6,7)— sort(6,6); sort(7,7); merge(6,7)
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e
v CMCC$:
LeCr)geaTZorit mo m,g#:m%u asc @d
; ;

Exemplo Mergesort

10 11 12 13 14 15

‘015‘10}15191-1113‘3J7]2]12}8]4}15]111-6‘

Lelelwlm[o il [a]nle[s[u]ulec]
Lo lols o] fufsfrfafulsfefufufe]
Lo lelmfafofmlafofalnle[a[n]u]e]
Lelsle[#[i[s[s]o] [a]e[e[s[n]ulc]

sort(0,15) — sort(0,7) — sort(4,7) — merge(4,7)
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Exemplo Mergesort

Clelele[eli[a[o s e m[s [+ ]w]]
e lelele[e i a[o s o m[s [+ w]c]
Lo lwl s ool omfaf o] eu[s]afu]u]e]
L lsleloalofnlof s anlse[s]n]e]
Cls[ele[ils[o[a[s o n[s[<[]w]c]
ol lefe[[slolnls = n[s[s[u]u]c]

sort(0,15) — sort(0,7) — merge(0,7)
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Exemplo Mergesort

Clelele[eli[a[o s e m[s [+ ]w]]
e lelele[e i a[o s o m[s [+ w]c]
Lo lwl s ool omfaf o] eu[s]afu]u]e]
L lsleloalofnlof s anlse[s]n]e]
Cls[ele[ils[o[a[s o n[s[<[]w]c]
ol lefe[[slolnls = n[s[s[u]u]c]
([ [ele[e[w[a[als[=[n[s]«[n]u]]

sort(0,15) — sort(0,7)
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Exemplo Mergesort

‘OJI 3‘5J9]10J13JISJTJ2

sort(0,15) — sort(0,7)
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L0 stgorirmo OO Sl
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Exemplo Mergesort

sort(0,15) — sort(0,7)
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Exemplo Mergesort

15

14

13

12

11

10

6

11

15

4

sort(0,15) — sort(0,7)



o
uT
O
(o]
2
[
° o
o) £
o b=
- t &
w g B0
Ou\.ea
£5o0
5 =
<l

Q D-.
. CMCC8:,

Exemplo Mergesort

15

14

13

12

11

10

6

11

15

4

6

11

15

4

sort(0,15) — sort(0,7)
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Exemplo Mergesort

15

14

13

12

11

10

6

11

15

4

6

11

15

4

11

6

15

4

sort(0,15) — sort(0,7)
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Exemplo Mergesort

15

14

13

12

11

10

6

11

15

4

6

11

15

4

11

‘OJ113]5]9}10]13}15]2]4]61TJSJIIIIZJIS‘

15 6

4

sort(0,15) — sort(0,7)



Exemplo Mergesort

12 13 14 15

6 7 8 9 10 11

0 1 2 3 -

Cle[s[o[e[e]s]al7]+ =[c[s[]]

‘OJ113]5]9}10]13}15]2]4]61TJSJIIIIZJIS‘

‘0]1}2]3I4JSIGJ7IBJQIIOJIIJLZJI3IISJ15‘

sort(0,15) — sort(0,7)
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LAna’lise do algoritmo Uriv

Analise do Mergesort
O vetor é sempre dividido na metade. No caso pior, o tamanho do
vetor inicial é poténcia de 2. Para a intercalagdo temos,

» Caso pior: Todos os elementos sdo comparados no minimo
uma vez (os dois maiores ndo estdo no mesmo sub-vetor)

» Caso melhor: Quando metade dos elementos s3o comparados
(o maior de um vetor é menor que o primeiro do outro)

T(n) =2x%T(n/2) 4+ O(n)

A recorréncia geral tem a forma T(n) = T([n/2]) + T([n/2]) + O(N). A mesma solugo é obtida
usando indug3o.
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LAnélise do algoritmo

Analise do algoritmo - Caso pior
T(n)=2xT(n/2) 4+ O(n)
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& _CMCCgs

LAnélise do algoritmo

Analise do algoritmo - Caso pior
T(n)=2xT(n/2) 4+ O(n)

Relembrando a variante do Teorema Mestre:

T(n) = aT(%) + n°
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LAnélise do algoritmo

Analise do algoritmo - Caso pior
T(n)=2xT(n/2) 4+ O(n)

Relembrando a variante do Teorema Mestre:

T(n) = aT(%) + n°

Neste caso @ = 1, b = 2, logy = 1 = c. Logo, aplica-se o caso:

2. logy = ¢ = T(n) = O(n° * logy)

= T(n) = O(n xlogn)
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LAnélise do algoritmo

Universidade Federal do ABC

Aprimorando o algoritmo

O mergesort n3o é in-place nem adaptativo

Random Nearly Sorted Reversed Few Unique

>

Play All



http://www.sorting-algorithms.com/merge-sort
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LAnélise do algoritmo

Universidade Federal do ABC

Aprimorando o algoritmo

O mergesort n3o é in-place nem adaptativo

Random Nearly Sorted Reversed Few Unique

>

Play All

> Antes de intercalar testar se o vetor ji estd ordenado. Isso
evita a intercalacdo mas n3o as chamadas recursivas (como?)

» Usar insercdo para arranjos pequenos (e.g. tamanho < 15)

» E possivel eliminar a copia ao vetor auxiliar durante a
intercalagdo (reduz o tempo mas n3o o espa¢o)


http://www.sorting-algorithms.com/merge-sort
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L Mergesort iterativo

Arvore de Particoes
‘ISIOJIOJSIQJ1113]317]2]12J8|4J15]11]6‘
/ \s
‘ISIOJIOISJQIlJlSJ3JT}2]12]8]4|15J11|6‘
~ ~N ~ ~N
ol el [aifale] o [ @ ]+ [a]nu]e]

7\ N\ N 7\

‘]5‘0\10]5]9]1{13}3]7'2‘]2‘8‘4'15‘11‘6‘

A recursividade é usada para definir as particdes do vetor que
precisam ser intercaladas e a ordem das intercalagcGes
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L Mergesort iterativo

Arvore de Particoes

‘15]0]1015]9]1113]317]2'12}8'4}15]11]6‘
/ \s
‘15IOJLOISJQIlJlSJ3]712]12]8]4'15J11|6‘
~ ~N ~ N
‘ISIOIIOISJQI1}13]3J7‘2J12|8‘4|15J11|6‘

7\ N\ N 7\

‘]5‘0\10‘5]9]1{1313]7'2‘]218‘4'15‘11‘6‘

O mergesort recursivo faz um percurso em pés-ordem da arvore.
No entanto, qualquer outro percurso que visite primeiro os filhos e
depois o né pode ser usado
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L Mergesort iterativo

Arvore de Intercaldes
‘15]01101519]1Jl3]317 2]12}8]4}15]11]6‘
/ \
‘15]0110]519]111313J’7J2]12]8]4Il$}11]6‘
~ ~N ~ N
e[ [aliea] [+ =]+ [[s]a]e]

7\ N\ N 7\

(Lo ool [ o [ = [+ [« = [nfe]

E possivel fazer um percurso por niveis, de baixo para cimal
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LMergesort iterativo Universidade Federal do ABC @‘

; :

Bottom-Up Mergesort

‘15]0110]5}9]1}13]3]7J2]12]8]4115111]6‘
‘15|0|1015‘9]IJISI3‘7|2|12|8‘4I15J11]6‘
\\|/\I/J\I/J\l/l\|/|\|/l\|/l\l/\
| I\l/l | J\l/l l \/l | \1/ |

N ~N —
‘OJIJ3JSJ9JIOJISJISJZJ4I61718111112]15‘
—_— —

‘0‘1}2 3J4 5]6 7]81910]11112 13l15 15‘
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L Mergesort iterativo

Top-Down vs Bottom-Up Mergesort

» Se n n3o é uma poténcia de 2, entdo o conjunto de
intercalacdes das duas variantes é diferente

top-down

Robert Sedgewick, Algorithms, 4th Edition, Addison-Wesley, 2011
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L . .
Mergesort iterativo Universidade Federal do ABC

Top-Down vs Bottom-Up Mergesort
» Se n n3o é uma poténcia de 2, entdo o conjunto de
intercalacdes das duas variantes é diferente

» A vers3o recursiva realiza menos compara¢@es (em todos os
casos) é mais rapida (Sedgewick)

N MergeSort MergeSort+insertionSort | Bottom-Up MergeSort
100000 53 43 59
200000 111 92 127
400000 237 198 267
800000 524 426 568

Robert Sedgewick, Algorithms, 4th Edition, Addison-Wesley, 2011
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L . .
Mergesort iterativo Universidade Federal do ABC

Top-Down vs Bottom-Up Mergesort
» Se n n3o é uma poténcia de 2, entdo o conjunto de
intercalacdes das duas variantes é diferente

» A vers3o recursiva realiza menos compara¢@es (em todos os
casos) é mais rapida (Sedgewick)

N MergeSort MergeSort+insertionSort | Bottom-Up MergeSort
100000 53 43 59
200000 111 92 127
400000 237 198 267
800000 524 426 568

> existe uma variante nao recursiva que aproveita as sequencias
ordenadas do vetor de entrada (natural mergesort)

Robert Sedgewick, Algorithms, 4th Edition, Addison-Wesley, 2011
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Agenda

Referéncias Bibliograficas
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>
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2011, Slides http://algs4.cs.princeton.edu/lectures/

Introduction to Algorithms, 3rd Edition. Thomas H. Cormen,
Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest and Clifford Stein, 2009

The Art of Computer Programming 3rd Edition, Donald
Knuth, 1997
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http://algs4.cs.princeton.edu/lectures/
https://en.wikipedia.org/wiki/Sorting_algorithm
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Exemplo de Intercalacdo in-place

1 left = first; right = mid+1;

2

3 /f One extra check: can we SKIP the merge?

4 if { x[mid].compareTo{x[right]) <= @ )

5 return;

B

7 while (left <= mid &% right <= last)

8~ { // Select from left: no change, just advance left

9 if { x[left].compareTo{x[right]) <=8 )
18 left++;
11 // Select from right: rotate [left..right] and correct
12 else
13 { tmp = x[right]; £/ Will move to [left]
14 System.arraycopy(x, left, x, left+l, right-left);
15 ¥[left] = tmp;
16 // EVERYTHING has moved up by cne
17 left++; mid++; right++;
18 1
19}

2a // Whatever remains in [right..last] is in place

Tomado de http://penguin.ewu.edu/cscd300/Topic/AdvSorting/MergeSorts/InPlace.html. No caso pior,
esta variante tem complexidade O(n“). Para variantes mais eficientes (porém mais complexas) ver J. Katajainen,
T. Pasanen, and J. Teuhola, Practical in-place mergesort, Nordic Journal of Computing 3, 27-40, 1996


http://penguin.ewu.edu/cscd300/Topic/AdvSorting/MergeSorts/InPlace.html
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.22.8523&rep=rep1&type=pdf
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.22.8523&rep=rep1&type=pdf
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