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Automatos de Pilha

Inventado por Anthony Gervin Oettinger in 1961

Definicao: A =(Q,X,I,qp,d,F)
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» @ conjunto finito de estados

Tape Head
» Y alfabeto de entrada
» [ alfabeto da pilha State | Transition g
Function

> go € Q estado inicial
d:QxX.xTe—P(Q xT) fungdo de transicdo de estados

OO
» F C Q conjunto de estados finais ou de aceitacdo

A.G. Oettinger. Automatic Syntactic Analysis and the Pushdown Store. Proceedings of Symposia on Applied
Mathematics, Vol. 12, Providence, RI, American Mathematical Society, 1961.
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Exemplo de autémato de pilha deterministico

Al = ({q17 g2, g3, q4}7 {07 1}7 {07 $}7 57 a1, {q17 q4})

(g, €, €) = {(q2,9)}
0(q2,0, €) = {(g2,0)}
0(q2,1,0) = {(as,€)}
0(q3,1,0) = {(as,€)}

6(q3,€,9) = {(qa,6)}
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Automatos de Pilha

Caracteristicas
» A memdria do autébmato é caracterizada por seus estados e
uma pilha infinita

» A configuracio é representada pelo estado atual, a por¢do ndo
lida da entrada e o contetddo da pilha

» Em cada passo, o autébmato pode ler ou ndo um simbolo da
entrada e empilhar/desempilhar ou ndo um simbolo da pilha

Processo de Reconhecimento

» Comecar pelo estado inicial com a pilha vazia

» Ler cada simbolo da cadeia e mudar a configuracao
dependendo de § até chegar no final da cadeia ou n3o ter
como avancar. A cadeia é reconhecida se apds ler todos seus
simbolos, o Ultimo estado ¢ final
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Exemplo de reconhecimento da cadeia 000111

(g1,000111,€) — (g2,000111,$) — (g2, 00111, 0$) —
(g2,0111,00%) — (q2,111,0008) — (g3,11,00$) —

(g3,1,0%) — (q3,¢,%) — (g4,e,¢) Al aceita a cadeial
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Exemplo de reconhecimento da cadeia 000101

(g1,000101, ¢) — (g2,000101, $) — (g2,00101,0$) —

(g2,0101,00$) — (g2, 101,0008) — (g3, 01, 003)

A1l nao aceita a cadeia!
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Exemplo de automato de pilha ndo deterministico
A2 = ({a1,92,93,94},{0,1},{0, 1,3}, 6, g1, {a1, aa})
(g, €, €) = {(q2,9)}
0(q2,0,€) = {(a2,0)}
0(q2,1,€) = {(q2, €)}
0(qz, €, €) = {(g3, €)}
9(g3,0,0) = {(as, €)}

6(a3,1,1) = {(g3,€)} 0(qg3,6,9%) = {(qa, €)}
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Exemplo de reconhecimento da cadeia 00

(g1,00,€) — (¢2,00,%) —

> (g3,00,%) — (g4,00,¢) Nao!
» (g2,0,0%) —
> (g2,¢,008) — (g3,¢, 00%) Nao!
» (¢3,0,08) — (g3,¢,%) — (g4,¢,¢) OK! A2 aceita a cadeia
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Exemplo de reconhecimento da cadeia 01

(q1,01,¢) — (¢2,01,%) —

> (g3,01,%) — (g4,01,¢) Nao!
» (g2,1,0%) —
> (g2,¢,108) — (g3, ¢, 10%) Nao!
» (¢3,1,0%) Nao! A2 n3o aceita a cadeia
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Linguagem aceita por um autémato de pilha A

O conjunto de todas as cadeias reconhecidas ou aceitas por A

L(A1) = {0"1" | n > 0} L(A2) = {ww" | w € (0 + 1)*}
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Linguagem aceita por um autémato de pilha A

O conjunto de todas as cadeias reconhecidas ou aceitas por A

L(A1) = {0"1" | n > 0} L(A2) = {ww" | w € (0 + 1)*}

Exercicio: Escreva AP para reconhecer as seguintes linguagens
» L(A3) = {a"b™ | m > n>0}U{a"c?>" | n >0}
» L(A4) ={w | w e (alblc)",w=w"}
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Qual é a linguagem que reconhece o seguinte AP?

b,a—€

C,E—€E

e,s%e‘@ £,6—€ a6 e,$—>s

c,a—€

P’
m
{
[+¥]
o
m
1
m
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Equivaléncia de GLCs e APs

Uma linguagem ¢ livre de contexto se e somente se ela é
reconhecida por algum autémato de pilha

Ideia da Prova: = Se uma linguagem L é livre de contexto ent3o
existe uma GLC que a gera. Precisamos construir um AP (n3o
deterministico), a partir da GLC, que reconheg¢a a linguagem.

» o alfabeto de entrada da GLC e AP coincidem

» O alfabeto da pilha inclui todos os simbolos terminais e ndo
terminais da GLC além de $

» Usar um estado com loops para cada regra e simbolo terminal

a,a—e e, A—w
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Equivaléncia de GLCs e APs

> acrescentar estados intermedidrios para definir de forma
correta ¢

a,s—xyz
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Equivaléncia de GLCs e APs - Exemplo

S — alb|b T —Tale

€,5—b

g, T—a
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Lema do bombeamento (Pumping Lemma)

Se L é uma linguagem livre de contexto, entdo existe um nimero p
(comprimento do bombeamento) tal que se s é uma cadeia de
tamanho pelo menos p, entdo ela pode ser dividida em cinco
partes s = uvxyz que satisfazem as seguintes condi¢coes

(1) paratodo i >0, uvixy'ze L

(2) lvy|>0

(3) Iwyl<p
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Lema do bombeamento (Pumping Lemma)

Se L é uma linguagem livre de contexto, entdo existe um nimero p
(comprimento do bombeamento) tal que se s é uma cadeia de
tamanho pelo menos p, entdo ela pode ser dividida em cinco
partes s = uvxyz que satisfazem as seguintes condi¢coes

(1) paratodo i >0, uvixy'ze L

(2) [w[>0

(3) Iwyl <p

Ideia da Prova: Como achar o p? Se L é livre de contexto, existe
uma GLC que gera L. Seja b o niimero maximo de simbolos na
parte direita duma regra da gramatica. Se a arvore sintdtica duma
cadeia gerada tem altura h ent3o a arvore tem b" folhas no

méximo. Escolhendo p = bIN +1 toda cadeia s tal que |s| > p
terd drvores de altura no minimo |N| +1
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Lema do bombeamento (Pumping Lemma)

Ideia da Prova: Se a menor drvore de s tem altura no minimo
[N| + 1 entdo ela tem um caminho onde algum n3o terminal esta
repetido, garantindo (1). Escolher a menor arvore garante (2)
enquanto escolher as ocorréncias mais baixas de R garante (3).
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Usando o Lema do bombeamento

Para provar que uma linguagem L nao ¢ livre de contexto podemos
achar uma cadeia s € L que n3o pode ser bombeada.

Exemplo: Prove que L = {a"b"c"|n > 0} ndo é LC

Prova: Suponhamos que L é livre de contexto. Pelo lema existe
um comprimento de bombeamento p. Escolhemos s = aPbPcP e
tentamos dividir s = uvxyz para bombear. Por (3), [t = vxy| < p
e portanto t tem um ou dois tipos de simbolos.

» Se todos os simbolos de t s3o iguais entdo uv2xy?z ¢ L pois
tem um simbolo com quatro ocorréncias a mais.

» Se v (ou y) tem mais dum tipo de simbolo entdo
uv?xy?z ¢ a*b*c*

» Se x tem mais dum tipo de simbolo entdo uv®xy%z ¢ L pois
tem um simbolo com duas ocorréncias a mais.
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Usando do Lema do bombeamento

Para provar que uma linguagem L nao ¢ livre de contexto podemos
achar uma cadeia s € L que n3o pode ser bombeada.

Exemplo: Prove que L={ ww | w € (04 1)* } ndo é LC

Prova: Suponhamos que L é livre de contexto. Ent3o pelo lema
existe um comprimento do bombeamento p. Escolhemos
s = 0P1POP1P e tentamos dividir s = uvxyz com |t = vxy| < p.

» Se todos os simbolos de t s3o iguais entdo uv?xy?z ¢ L pois
ao dividir s em duas metades o primeiro ou o dltimo simbolo
serdo diferentes. O mesmo acontece se t tem simbolos
diferentes mas estd numa das metades.

> Se t estd no centro, v e y tém simbolos diferentes. Entdo
uvPxy%z = 0P1'0/1P ¢ L pois usando (2), podemos concluir
que i # p ou j # p.
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Algumas propriedades
As linguagens livres de contexto sdo fechadas para as seguintes
operacoes:
> unido e concatenagdo; porém nao interseccao
> interseccdo ou diferenca com uma linguagem regular
» fechamento de Kleene (*) e fechamento positivo (+)

> reverso e homomorfismos

Nao existe algoritmo para:

» determinar se uma GLC é ambigua
» determinar se uma LLC é inerentemente ambigua

» determinar se duas LLCs s3o0 a mesma

v

determinar se a intersec¢do de duas LLCs é vazia
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