Operacoes com Vetores

Produto escalar de dois vetores (n-dim): Z- 4§ = X" 2,1, = xy cosl

“Quadrado” de um vetor: > =7 -7 = X"

Valor absoluto, médulo: z := |Z| = V2 x? =22

Produto vetorial de dois vetores (3-dim): a@ x b= ayb, —asby, ab, — azb,, ab, — a,b,),
@ % b| = ablsen )|

Produto escalar triplo (3-dim): 7' (¢ x 2)
Produto vetorial triplo (3-dim): Z x (¢ x Z)
Operadores Diferenciais
Derivadas parciais: %(EL’) — lim 102 aj+h""a",17fi(a1 """ %n) _ Jim fZ(Hh?*f’(a)
J h—0 h—0
ofh .. 9h
o1 OTn
: , > T
Matriz Jacobiana: f' = (Vf) = : :
ox1 Oxn

Regra da cadeia: (fo )'(7) = f(§(®)' = ['(3(2)§"(#) = V(§(#) Vii()
Gradiente de um campo escalar: Vf = (8%, s %)

Regra do produto para campos escalares: V(fg) = fVg+ gV f

Divergente de um campo vetorial (n-dim — n-dim): V- f = X7 % — 1{V f}

=1 ox;
Definigao alternativa: V - f: {l/Hno % ffsf- dS, onde S = OV
—

Regra do produto (campo escalar com campo vetorial): V - (gf) = f Vg+gV- f

Rotacional de um campo vetorial (3-dim — 3-dim): Vx f = (%—f;—%, %—%, %—%’)

Definigoes alternativas: (V X f), = ngi_rg) < fe, f-d3 (S| plano yz),
(Vxf)y,= quig(l) é $o, f-dS (S || plano xz), (V x f), = quig}) % $o, f-dS (S || plano zy)
fo:‘l/ir%%ﬂsdgxﬁondeé’:av
—
Regras do produto: V x (fg) = fVx g+ (Vf) x g,
V- (fxg)=g-(Vx[f)=[f-(Vxg)

Segundas derivadas parciais de campos escalaras: Buy0m = Ba; ( az,-)
: « ny., O0%f _  O9%f

Teorema de Clairaut (campos “bem comportados”): Bo0m; = Bmda;

ooy .. _&f

81‘% 0x10xn
Matriz Hessiana: H(Z) = VV f = :

) A

0rn0T1 o2

Operador Laplaciano: (Af :=)V2f =V -Vf =31, gi{ =tr{H(Z)}

Laplaciano de um campo vetorial: (Af :=)V2f = (V2f,, V2fs, ..., V2f,)
Identidades (fungdes escalares ou vetoriais no espago 3-dim): V x (Vf) =0,

V-(foﬁ)q:(),

Vx(Vx[f)=V(V-f)—Vef

~—"



Integrais ao longo de curvas e sobre superficies

Derivada (em t) de uma curva parametrizada 5(t): §'(t) = % = (%1, ., n)

Regra da cadeia para troca da parametrizagao (4(t) = §(g(t))): dii = §'(g)dg = §'(g)g'dt

Regra da cadeia p. funcoes escalares ao longo de curvas: of Oi( ) — G t( )

Elemento de uma curva C' parametrizada por 5(t) ([a,b] — n-dim): d§=§
comprimento: ds = |d§| = |§'dt| = |§’|dt

Comprimento da curva C: [, ds = [ |5"|dt

Integral de uma funcao escalar com respeito ao comprimento de arco: [ fds = ff f1s'|dt

Integral de linha de uma funcao vetorial: [ f ds = f f s'dt
Circulacao de f ao longo de uma curva fechada C: ¢, f ds

-

Teorema fundamental do célculo para integrais de linha: fa Vi -ds= o) — p(a)
Para caminhos fechados: §- V¢ -d5=10
Parametrizagao de uma superficie S (T — 3-dim): 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

Elemento de S direcionado: dS := 2% >< or du dv, = (‘93” Qy 0z Or oz Oy Oz

dg:(@@_@@ &@_ii 9y Oz

or
' Bu du’ du’ du )’ v (81}’81}’81}) ou
rliy
ou Ov Ou Ov’ Ou v Ou Ov’ Ou v ou Ov
y

du dv

9y Oz 9z Oz Oz a( oz

_ p Y,z 2,x)

o % gi; % % ’ 8771 gu du dv = (8(uv) ? O(u,w)’ d(u )
dv  Ov ov  Ov v

Regra da cadeia para troca da parametriza@éo (R(s,t) = 7(G(s,1)) ou G(s,t) = (u,v)):

R  OR _ (auav 8v8u) (aj aj) _ 9uw) (; @)

ds ot — \dsat  dsot) \du — dv d(s,t) D)

Elemento de drea: dS = |dS| dudv = ‘@ X G—F’ dudv = |5
Area de S: A(S) = [[gdS = jfT

Integrais de uma fungao escalar com respelto aarea: [[¢ fdS = [[; f(7(u,

6—5 sen 8 du dv

) |5

v)
Elemento de fluxo (fluxo através de dS) de uma funcao vetorial: d® := f-dS
Integral de superficie de uma fungao vetorial (fluxo através S):
s d® = [l £+ dS = [l f(i{u, ) - (52 x 5F) dudv
Superﬁ’cies com representacao exphcita (z = z(:z: y), T projecao de S):
= (1,0 8Z) or — (0 1,9 dS = (——Z -5, d:z:dy,

’ Oz /) 8y » T By
ds = w ) dz dy, A(S) = [J; \/1 ) dz dy,
ffo dS ffT (l’ Y,z (xvy))( 327 3ya1)dl‘dy_ffT x_%fy+fzdxdy
Teoremas
Teorema de Green: ¢, Pdx+ Qdy = [[p (— — —) dz dy, onde C' = 9D

Aplicagoes: Area delimitada pela curva C (P=—-y,Q=2x): 3 fc+ —ydr + xdy

“Stokes no plano” (P = fu, @ = f,, f- = 0): fo, f-d5= [[p(V x f) & dA

“T. do divergente 2D” (7i = % P=—f,Q=f.) $, [-7ids= [,V fdA

Teorema de Stokes: [[¢(V X f) - dS = o, f-ds, onde C =98
Teorema do divergente: [[f;, V - de = [l f dS, onde dV = dz dydz, S =0V



Teorema de Helmholtz: Todo campo vetorial pode ser decomposto em um campo
irrotacional (com Vx = 0) e um campo incompressivel (com V- = 0)
(decomposicao de Helmholtz). Se o campo tende a zero no infinito mais rapidamente
que 1/r, a decomposicao é singular.

Aplicacoes

Fluido com densidade p e velocidade ¢/
Densidade de corrente: pvf
Integral de corrente ao longo de C: [, ¥'-d5 = [P #(5(t)) - 5'(t) dt
Circulagao (int. de corr. ao longo de uma curva fechada): ¢, - ds
Equacdo de continuidade: 2 + V- (p7) = 0
Trabalho aplicado numa particula de massa m percorrendo um caminho s(¢) por uma
forga F =ma =mv =ms"
Wi [0 F - ds'= [0 F(SU0) - 0(0)dt = Jmo(a) — dmo?(0)
Se a forga for ligada a uma energia potencial U: F=_-VU
Campo/Potencial gravitacional: § = -V,
Eletromegnetismo: Densidade de carga p,, de corrente J = pqU, campo elétrico E,
campo magnético B , potencial escalar o, potencial vetorial /_f,
fluxo de E/é através da superficie S: ®p/p g, carga total no volume V: Qy,
corrente total atravessando S: Ig, permissividade elétrica g9 = 8.854 - 10712 F/m,
permeabilidade magn. po = 471077 N/A2, v. daluz c = (peo) /2 = 2.9979-10% m/s:
Equacao de continuidade: % + V- (pgv) = ap L+ J=0
Relacoes potenciais-campos: E = —Vgp — %, B VxA
Condigao de calibre de Lorenz: V - A+ 02 8t =0
Lei de Gauss para o campo elétrico (forma differencial): V - E =
Forma integral: ®5 g = [[ E - dS = %}0’5, onde S =9V
Lei de Gauss para o campo magnético (forma differencial): V - B=0
Forma integral: ®p ¢ =0, onde S =9V

Lei de Faraday (forma differencial): V x E = _ﬁ

Forma integral: §q, E.-ds= a<1>B 2 onde C' = 9S
Lei de Ampere-Maxwell (forma dlfferen(:lal) V x B = joJ + uoso%’?

Forma integral: fo B-ds= tols +N0€0 8t ,onde C =08

. U2 19% _ _p
Lei de Gauss para o campo elétrico em termos de o Vo — 555 = -
. N — — 2 1 —
Lei de Ampere-Maxwell em termos de A: V2A — 524 — 0]
c? Ot
~ . 2 3 — 2 —
Na auséncia de cargas: C%%T;E —V2E =0, 12%:23 V2B =0,

2 2 4 g
592 - V20 =0, 524 — V2A = 0 = Equacdes de ondas



