
Tensores em sistemas cartesianos

Transformação de tensor de ordem n: Ai′
1
i′
2
...i′n

= αi′
1
k1αi′

2
k2 ...αi′nkn

Ak1k2...kn

∆ = det(αi′k) = 1 (trf. própria); -1 (trf. imprópria)
Delta de Kronecker: δik = 1 para i = k; δik = 0 para i 6= k
Auto-valores λ e auto-vetores ~A de um tensor T : TikAk = λAi

⇒ det(T − diag(λ, λ, ...)) = 0
Eixos principais: eixos na direção dos auto-vetores.

No sistema S ′ dos eixos principais T é da forma: Ti′k′ = diag(λ1, λ2, ...)
Elipsóide do tensor (em S ′): Ti′i′xi′

2 = λixi′
2 = 1 (somar sobre i), semi-eixos λ−0.5

i

Pseudotensor de ordem n: Ai′
1
i′
2
...i′n

= αi′
1
k1αi′

2
k2 ...αi′nkn

Ak1k2...kn∆
Pseudotensor ou śımbolo de Levi-Civita (ordem n):

εi1i2...in = 1 caso i1i2...in é uma permutação par de 1, 2, ..n
-1 caso i1i2...in é uma permutação impar de 1, 2, ..n
0 nos outros casos (dois ı́ndices iguais)

Aplicação para calcular a determinante de uma matriz n×n: det(A) = εi1i2...inA1i1A2i2 ...Anin

caso 3D: ε123 = ε231 = ε312 = 1; ε132 = ε213 = ε321 = −1; os outros εjkl são zero

ou: εjkl =~ij · (~ik ×~il)

Aplicação no produto vetorial: ( ~A× ~B)j = εjklAkBl

no produto triplo escalar: ~A · ( ~B × ~C) = Aj · ( ~B × ~C)j = εjklAjBkCl

no rotacional: (∇× ~f)j = εjkl
∂fl
∂xk

Identidade ε−δ: εijkεlmn = δil(δjmδkn−δjnδkm)−δim(δjlδkn−δjnδkl)+δin(δjlδkm−δjmδkl)
Identidade de ε contráıda: εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm

Aplicação Tensor de inércia:

Li = ωkIik, onde Iik = Σn
j=1mj

(

δikr
(j)
i r

(j)
l − r

(j)
i r

(j)
k

)

=







Ir1 −Ir1r2 −Ir1r3
−Ir1r2 Ir2 −Ir2r3
−Ir1r3 −Ir2r3 Ir3





,

onde Iri = momento de inércia em relação ao eixo i e Irirk = produtos de inércia

No sistema dos eixos principais (I = diag(Ir1 , Ir2 , Ir3)): Ecin = 1
2
~ω·~L = 1

2
(Ir1ω

2
1 + Ir2ω

2
2 + Ir3ω

2
3)

Coordenadas Generalizadas

Coordenadas contravariantes: qi, covariantes: qi
Base covariante: ~ei, contravariante (rećıproca): ~e i, ~ei · ~e k = δik
No caso 3D: ~e 1 = ~e2×~e3

V
, ~e 2 = ~e3×~e1

V
e ~e 3 = ~e1×~e2

V
, onde V = ~e1 · (~e2 × ~e3);

~e1 =
~e 2×~e 3

V ′
, ~e2 =

~e 3×~e 1

V ′
e ~e3 =

~e 1×~e 2

V ′
, onde V ′ = ~e 1 · (~e 2 × ~e 3) = 1

V

Tensor métrico: gik = ~ei · ~ek, do sistema rećıproco: gik = ~e i · ~e k

Componentes contravariantes de um vetor ~A: Ai = ~A · ~e i,
covariantes: Ai = ~A · ~ei, vale ~A = Ai~ei = Ai~e

i

“subir” um ı́ndice: Ai = gikAk, “baixar” um ı́ndice: Ai = gikA
k

produto escalar: ~A · ~B = AiBi = AigikB
k = AiB

i = Aig
ikBk

Elemento de comprimento de uma curva: (ds)2 = |d~r|2 = gikdq
idqk

ao longo da coordenada qi: dsi = |ei|dqi =
√
gii dq

i (não somar sobre i)



Elementos de área em superf́ıcies de coordenadas: dσ1 =
√
g22g33 − g232 dq

2dq3,
dσ2 =

√
g33g11 − g312 dq

3dq1, dσ3 =
√
g11g22 − g122 dq

1dq2

Elemento de volume: G√
|G|

dq1dq2dq3, onde G = det(gik)

Coordenadas ortogonais: gik = diag(h1
2, h2

2, h3
2),

onde hi :=
√
gii = |ei| = coeficientes métricos (não somar sobre i)

Transformação das componentes de um vetor ~A:
das componentes contravariantes: Ai′ = αi′

kA
k, onde αi′

k = ~e i′ · ~ek
inversa: Ak = αk

i′A
i′ , onde αk

i′ = ~e k · ~ei′ = (αi′
k)

−1

das componentes covariantes: Ai′ = αi′
kAk, onde αi′

k = ~ei′ · ~e k = ((αi′
k)

−1)T

inversa: Ak = αk
i′Ai′ , onde αk

i′ = ~ek · ~e i′ = (αi′
k)

T

Transformação de tensor geral: Al′
1
l′
2
...
m′

1
m′

2
... = αl′

1 i1α
l′
2 i2 ...αm′

1

k1αm′

2

k2 ...Ai1i2...
k1k2...

Produto exterior de dois tensores gerais Ai1i2...
k1k2... e Bj1j2...

l1l2...:

(AB)i1i2...k1k2...
j1j2...

l1l2...
= Ai1i2...

k1k2...B
j1j2...

l1l2...

Contração do tensor Akl
mn sobre k e m: Ail

in := Σ3
i=1A

il
in

Produto interior: p. exterior contráıdo por ı́ndices em posições e tensores diferentes

Caso qi podem ser escritos como funções de coordenadas ortonormais subjacentes xk

qi = qi(x1, x2, x3) = qi(~r) com funções inversas xi(q
1, q2, q3), ou ~r(q1, q2, q3):

base (local): ~ei =
∂~r
∂qi

. gik =
∂~r
∂qi

· ∂~r
∂qk

= ∂xl

∂qi
∂xl

∂qk

elemento de comprimento: (ds)2 = ∂~r
∂qi

· ∂~r
∂qk

dqidqk

ao longo da coordenada qi: d~r = ∂~r
∂qi

dqi

coeficientes métricos (qi ortogonais): hi =
√

(∂x1

∂qi
)2 + (∂x2

∂qi
)2 + (∂x3

∂qi
)2

gradiente (covariante): ∇f = ( ∂f
∂q1

, ∂f
∂q2

, ∂f
∂q3

)









∂q1

∂x1

∂q2

∂x2

∂q1

∂x3

∂q2

∂x1

∂q2

∂x2

∂q2

∂x3

∂q2

∂x1

∂q2

∂x2

∂q3

∂x3









Derivada Covariante:
de uma função escalar f(x1, x2, x3) (gradiente): f;i :=

∂f
∂xi =: f,i = (∇f)i

de uma função vetorial ~A(x1, x2, x3): Ai ;k :=
(

∂ ~A
∂xk

)

i
= ∂Ai

∂xk − Γj
ikAj

Ai
;k :=

(

∂ ~A
∂xk

)i
= ∂Ai

∂xk + Γi
jkA

j, (onde Ai ,k :=
∂Ai

∂xk , A
i
,k :=

∂Ai

∂xk )

de uma função tensorial de segunda ordem T : Tik ;l :=
∂Tik

∂xl − Γm
ilTmk − Γm

klTik

T ik
;l :=

∂T ik

∂xl + Γi
mlT

mk + Γk
mlT

ik

T i
k ;l :=

∂T i
k

∂xl + Γi
mlTmk − Γm

klT
i
m

onde Γi
jk := {j ik} := ~e i · ∂~ej

∂xk = śımbolo de Christoffel do segundo tipo,

vale Γi
jk = Γi

kj =
1
2
gil

(

∂glj
∂xk + ∂glk

∂xj − ∂gjk
∂xl

)

Operadores diferenciais em coordenadas curviĺıneas ortogonais (coef. métr. h1, h2 e h3):
gradiente: ∇f = f ;i = ( 1

h1

∂f
∂q1

, 1
h2

∂f
∂q2

, 1
h3

∂f
∂q3

)

divergente: ∇ · ~f = f i
;i =

1
h1h2h3

[

∂
∂q1

(f1h2h3) +
∂

∂q2
(f2h1h3) +

∂
∂q3

(f3h1h2)
]

rotacional: ∇×~f =
[

f 3
;2 − f 2

;3, f
1
;3 − f 3

;1, f
2
;1 − f 1

;2

]

=
[

1
h2h3

(

∂
∂q2

(f3h3)− ∂
∂q3

(f2h2)
)

,
1

h1h3

(

∂
∂q3

(f1h1)− ∂
∂q1

(f3h3)
)

, 1
h1h2

(

∂
∂q1

(f2h2)− ∂
∂q2

(f1h1)
)]

laplaciano: ∇2f = ∇ ·∇f = f ;i
;i =

1
h1h2h3

[

∂
∂q1

(h2h3

h1

∂f
∂q1

) + ∂
∂q2

(h1h3

h2

∂f
∂q2

) + ∂
∂q3

(h1h2

h3

∂f
∂q3

)
]



Aplicação: Relatividade Restrita (ou Especial)

Evento: xα = (x0, x1, x2, x3) = (x0, xi) = (ct, x, y, z)
Transformação de Lorentz (TL) de um evento

(S ′ se movimentando com ~u = (u, 0, 0) em relação a S):











ct′

x′

y′

z′











= Λβ′

αx
α =











γ −γ u
c

0 0
−γ u

c
γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1











·











ct
x
y
z











, onde γ =
1

√

1− u2/c2

Transformação inversa: A mesma, substituindo u por −u
Base covariante do espaço-tempo: ~e0 =~i0, ~e1 =~i1, ~e2 =~i2, ~e3 =~i3,

base contravariante: ~e 0 = −~i0, ~e 1 =~i1, ~e
2 =~i2, ~e

3 =~i3
Métrica (de Minkovskij): gαβ = ηαβ = diag(−1, 1, 1, 1)
representação covariante de um vetor Aα: Aα = ηαβA

β = (−A0, A1, A2, A3)
Produto escalar: AαBα = AαηαβB

β = −A0B0 + A1B1 + A2B2 + A3B3

Transformação de Lorentz (TL) de um vetor Aα: Aβ′

= Λβ′

αA
α

Norma de Aα (invariante na TL): (Aα)2 = AαAα = −(A0)2 + (A1)2 + (A2)2 + (A3)2

Operadores diferenciais
componentes covariantes do gradiente: ∂α = ·;α = ( ∂

∂x0 ,
∂

∂x1 ,
∂

∂x2 ,
∂

∂x3 ) = (1
c
∂
∂t
,∇)

componentes contravariantes: ∂α = ·;α = (−1
c
∂
∂t
,∇)

divergente: 2· := ∂·α

∂xα = ·α;α = 1
c
∂
∂t
+∇·

d’alembertiano (laplaciano 4D): 2(2) := 2 · ∂α = ·;α;α = − 1
c2

∂2

∂t2
+∇2

Quadrivetor deslocamento: ∆xα = (c∆t,∆x∆, y,∆z)
Intervalo (norma/invariante do deslocamento):

(∆s)2 = (xα)2 = xαxα = −(c∆t)2 + (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2

Dilatação do tempo: ∆t′ = γ∆τ , onde τ = tempo próprio
Contração do comprimento na direção de ~u: L′ = γ−1L0, L0 = comprimento próprio
Quadrivetor velocidade: vα := dxα

dτ
= γv(c, ~v)

invariante: (vα)2 = −c2

Quadrivetor momento: pα := mvα = (γvmc, γvm~v) = (E/c, ~p),
onde E = γvmc2 = mc2 + Ecin é a energia relativ́ıstica, mc2 = energia de repouso,
Ecin = (γv − 1)mc2 e ~p = γvm~v é o momento linear relativ́ıstico
invariante: (pα)2 = −m2c2

Quadrivetor aceleração: aα := dvα

dτ
= γv(~a · ~v,~a), onde ~a = d

dt
(γv~v) =

dvi

dt

Quadrivetor força (“força de Minkovskij”): F α := dpα

dτ
= maα = γv(~v · ~F , ~F ) = γv

dpα

dt
,

onde ~F = d
dt
(γvm~v) = d~p

dt
= força comum, ~v · ~F = d

dt
(γvmc2) = dE

dt



Eletromagnetismo Relativ́ıstico

Quadrivetor densidade de corrente: Jα := (ρq, ~J) = (ρq, ρq~v) =
ρq
γv
vα = ρ0v

α,

onde ρ0 =
ρq
γv

= densidade de carga de repouso

invariante: (Jα)2 = −ρ20c
2

Equação de continuidade: 2 · Jα = 0
Quadrivetor potencial eletromagnético: Aα = (ϕ

c
, ~A)

Condição de calibre de Lorentz: 2 · Aα = 0
Tensor campo eletromagnético (ou de Faraday):

F αβ := ∂Aβ

∂xα
− ∂Aα

∂xβ
=











0 1
c
Ex

1
c
Ey

1
c
Ez

−1
c
Ex 0 Bz −By

−1
c
Ey −Bz 0 Bx

−1
c
Ez By −Bx 0











TL do tensor campo eletromagnético: F α′β′

= Λα′

µΛ
β′

νF
µν = Λα′

µF
µν(Λβ′

ν)
T

⇒ E ′
‖ = E‖, ~E

′
⊥ = γ( ~E⊥ + ~u× ~B),

B′
‖ = B‖, ~B′

⊥ = γ( ~B⊥ − 1
c2
~u× ~E),

onde ‖ e ⊥ sâo as componentes paralelas respectivavemente perpendiculares a ~u
Leis de Maxwell: 2 · F αβ = µ0J

α

∂Fλµ

∂xν
+ ∂Fµν

∂xλ
+ ∂F νλ

∂xµ
= 0


