Tensores em sistemas cartesianos

Transformagao de tensor de ordem n: Ay iy ir = Qi gy Qis gy Qi ki, Ak ko b

A = det(ayg) =1 (trf. prépria); -1 (trf. imprépria)
Delta de Kronecker: 6;, = 1 para i = k; 6; = 0 para i # k
Auto-valores \ e auto-vetores A de um tensor 7: T;,Ar = \A;

= det(T — diag(\, A, ...)) =0
Eixos principais: eixos na dire¢ao dos auto-vetores.

No sistema S” dos eixos principais T é da forma: Ty = diag(Ai, g, ...)

Elipséide do tensor (em S'): Tyyxy? = \jry? = 1 (somar sobre i), semi-eixos \;
Pseudotensor de ordem n: Al/ ity = QUi kg QUi by - i, fon Ak kg ken A
Pseudotensor ou sfmbolo de Levi-Civita (ordem n):

€iyig..in = 1 €SO 1179...1, € uma permutacao par de 1,2,..n

-1 caso i1is...1, € uma permutacao impar de 1,2,..n
0 nos outros casos (dois indices iguais)

Aplicagao para calcular a determinante de uma matriz nxn: det(A) = €4, 4, A1, A2iy-.- Ani,
caso 3D: €193 = €931 = €312 = 1; €132 = €213 = €321 = —1; 0s outros €5 sao zero

ou: &jg = ij . (Zk X Zl) ~ .
Aplicac@o no produto vetorial: (A x B); = 5]k1AkBl

no produto triplo escalar: A - (B x C) = A; - (B x C); = &;uA; BrC,

no rotacional: (V x f) = sjklgf
Identidade € —§: Eijk€lmn = 5zl<5gm6kn - 6]n5km> — 5zm(5gl5kn - 5jn6kl) +5m(5jl§km - 5jm5kl>
Identidade de ¢ contraida: €;jk€imn = 0jmOkn — 0jnlkm

Aplicacao Tensor de inércia:
. . [7“1 IT1T2 _[7‘17'3
L; = wly, onde Iy, = X7 m; ((Zkr(j)rl(j) ri(j)r,(f)) =\ Ly, L, I |,
_IT17’3 _]7"27"3 [7"3
onde /,, = momento de inércia em relacao ao eixo ¢ e I,,,, = produtos de inércia
No sistema dos eixos principais (I = diag(I,,, Iy, I)): Ben = 3L = 3 (1,0} + L,w} + I,w2)

Coordenadas Generalizadas
Coordenadas contravariantes: ¢, covariantes: ¢;

Base covariante: €;, contravariante (reciproco) e, é - e* =
No caso 3D' gl =ax&s g2 — 63‘X/61 e 53 % onde V = ¢ - (€5 x €3);

<

& =X 8y = ‘"’V, - e dy =I5, onde V/ =@t - (&7 x 53> L
Tensor métrico: g;x = €; - €y, do sistema reciproco: g el ek
Componentes contravariantes de um vetor A Al = A et

covariantes: A; = A €;, vale A = Al = A;e’

“subir” um indice: A’ = g% Ay, “baixar” um fndice: A; = g;1 A*

produto escalar: A.B= A'B; = Alg;.B¥ = A;B' = A;¢"* By,
Elemento de comprimento de uma curva: (ds)? = |dF]? = gixdq'dq*
ao longo da coordenada ¢: ds; = |e;|dq" = /g dq* (ndo somar sobre i)



Elementos de drea em superficies de coordenadas: do; = \/g22g33 — go32 dg*dq?,
doy = \/gssgi1 — gs12 dg’dq", dos = /911922 — g12% dg'dg?

Elemento de volume: ﬁ dq'dq*dq?, onde G = det(gix)
Coordenadas ortogonais: g;, = diag(h,?, ho?, hs?),
onde h; := /g = |e;| = coeficientes métricos (nao somar sobre i)
Transformacgao das componentes de um vetor A:
das componentes contravarianteS‘ A" = o' AR onde o = €7 - &,
inversa: A" = o*y A", onde ofy = &* - &y = (a'}) !
das componentes covarlantes Ay = apF Ay, onde ap* =€y - % = (o))"
inversa: Ay = o’ Ay, onde i’ = &), - €°
Transformacao de tensor geral: Ah'z- .. = ali; aly,. Oyt ¥ Qg B2 AT
Produto exterior de dois tensores gerais A“i?“'klkzm Bm?“'lll2

11%9... Jijg2... _ 1112... J172..
(AB) k‘le... l1l2._. - A kleB lll2

Contracao do tensor A¥,,, sobre k e m: A, =3 A%,
Produto interior: p. exterior contraido por indices em posicoes e tensores diferentes

Caso ¢' podem ser escritos como funcoes de coordenadas ortonormais subjacentes xy
q' = q'(x1,%2,23) = ¢'(F) com fungdes inversas zi(q", ¢4, @), ou 7, 2, ¢*):

base (local): €; = g—;. Gir = 6; : (%“ = g?g%l

elemento de comprimento: (ds)? = a: dqldq

ao longo da coordenada ¢': di = 8—qidq

dq* dq* dq*
9 94>  9q"

coeficientes métricos (¢° ortogonais): h; = \/( Oz132 4 (92)2 4 (923)2

0qt’ 9q? g3 890% 817% 819
8¢~ 8¢  9q°
8:}01 axg 8(23

gradiente (covariante): Vf = (24 2L 9Ly | 94 9¢° 9¢

Derivada Covariante:

de uma funcdo vetorial A(z!, 22, x3): Ai k (a—g)
de uma funcao tensorial de Segunda ordem T Tjy, ; : 8T““ — Iy — T
Tik,l — Bg;[;k + T8, Tk 4 Tk Tik
i oty i m i
T'o= 58 +Tuloe — T m
onde Iy := {,%} :=¢€" - %4 — sfmbolo de Christoffel do segundo tipo,

" BzF
0gij E)
Vale F jk = sz] = 5 ( 9ij + agzk _ gj{c)

oxk Oxd Oz’
Operadores diferenciais em coordenadas curvilineas ortogonais (coef. métr. hy, hy e h3):
gradiente: Vf = (hig—fl, h%g—q’;, ;—3%)
divergente: V - f= hthhd [5( 1hohs) + %(fghlhg) + %(fghlhgﬂ
rotacional: V x f = [h2h3 ( 5 (f3hs) — a%g(f?@)) T (aiqa(flhﬂ - a%l(f?)h:s)),
i)
Y (ﬁ(fth) 3q (fiha )}

0, 0, 0
laplaciano: V*f = h1h2h3 {aq (hh1 o i)+ > (hflb}zl?)aiqu) + 8%3(%87;[‘”’)]




Aplicacao: Relatividade Restrita (ou Especial)

Evento: 2% = (20,2, 22, 23) = (2°, 2°) = (ct, 2,9, 2)

Transformagao de Lorentz (S’ se movimentando com 4 = (u,0,0) em relagdo a .S):

ct! y y2 00 ct
x / —% v 0 0 x 1
— AB l’a g c Onde ’Y —
/ (07 ) .

— -

Base covariante do espago-tempo: €y = 20, e = 21, €y = iy, €3 = i3,
base contravariante: €0 = —ig, €1 =iy, €2 = iq, €3 = i3
Métrica (de Minkovskij): gas = 1o = diag(—1,1,1,1)
representagao covariante de um vetor A% A, = n,pA% = (—A° Al A% A3)
Produto escalar: A®B, = A%y,sB° = —A"B° + A'B' + A?B? + A3B?
Transformacao de Lorentz (TL) de um vetor A% A% = A% A~
Norma de A® (invariante na TL): (A%)? = A“A, = —(A%)? + (A1)2 4 (A%)? + (A3)?
Operadores diferenciais
componentes covariantes do gradiente: d, = (%, 8%1, 8%2, 8%3) = (

Transformacao inversa: A mesma, Substltumdo u por —u

o=
Sl

Y V)

componentes Contravariantes: 0" = (_EE’ V)

c 8t + V-

d’alembertiano (laplaciano 4D): O®) ;= 0. 9% = 012 5+ V2
Quadrivetor deslocamento: Az® = (cAt, AzA,y, Az)
Intervalo (norma/invariante do deslocamento):

(As)? = (27)2 = 292, = —(cAL? + (Az)® + (Ag)? + (Az)?
Dilatagao do tempo: At' = yAr, onde 7 = tempo préprio
Contracao do comprimento na direcao de @: L' = v 1Ly, Ly = comprimento préprio
Quadrivetor velocidade: v* := % = Yu(c, V)

invariante: (v*)? = —c?
Quadrivetor momento: p® := mv® = (y,me, v,mv) = (E/c, p),

onde F = y,mc? = mc® + E., ¢ a energia relativistica,

mc? = energia de repouso, Ecin = (v, — 1)mc®> e §= y,m¥ é o momento linear

relativistico

divergente: O- := =

invariante: (p*)? = —m?c?

Quadrivetor aceleragao: a® := %= = ,(@- U, @), onde a=4(y0) = dé;

Quadrivetor forga (“forca de Mmkovsku ). B = i = ma® =,(0- F, F) = %%a,
onde F = L(yymv) = Zf = forga comum, v - ﬁ L(yomc?) =92



Eletromagnetismo Relativistico

Quadrivetor densidade de corrente: J := (pg, J) = (pg, pg¥) = PLy® = pov?,

onde pg = % = densidade de carga de repouso

invariante: (J%)? = —p2c?
Equacao de continuidade: O - J* =0 .
Quadrivetor potencial eletromagnético: A% = (£, A)
Condicao de calibre de Lorentz: O - A* =0
Tensor campo eletromagnético (ou de Faraday):
0 %Egc %Ey %EZ
Fozﬁ - 9AB  9A~ — _éEx 0 Bz _By
Oz Owg —-E, -B, 0 B,
ig. B, -B, 0
TL do tensor campo eletromagnético: F*% = A¥ AP Frv = A Frv (A5 )T
= Bl =B, B =+(EL+1x B),
B|/| = BH’ éﬁ_ = ’Y(B)J_ — c%ﬁx E_j),
onde || e L sdo as componentes paralelas respectivavemente perpendiculares a @

Leis de Maxwell: O - F®8 = ;5]
QFM | QFHY + oFv™ __ 0
Oz, Oz Oz,




