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Parte Técnica: para treinar cilculos de integral de linha

1. Calcule as seguintes integrais de linha ao longo dos respectivos caminhos indicados:

(a) F(z,y) = (2% — 2333;)7> + (y? — 2xy)7, entre os pontos (—1,1) e (1,1) ao longo da

parabola y = z2;

(b) F(x,y) = (y2—22)7+2yz7—x2?, ao longo da trajetoria y(t) = t?+t2?+t3?,

t e [0,1];
(c) F(z,y,2) =x T +y Jj +(zz— )?, ao longo do segmento de reta que liga (0,0, 0)
e (1,2,4);
(d) F(z,y,2) = +yj —l—(a:z Y) k ao longo da trajetoria v(t) = _i>+2t7+4t2?,
t €10,1]

2. Calcule f %, onde C é o quadrado de vértices (1,0), (0,1), (-1, 0) e (0,-1),
c | Yy

percorrido no sentido anti-horario.

3. Calcule / dx + ydy + dz, onde v é a interseccdo do plano y = x com a superficie

z = 22 + 92, 2 < 2, sendo o sentido de percurso do ponto (—1,—1,2) para o ponto
(1,1,2).

Parte Conceitual: para trabalhar seu raciocinio...
4. Mostre que existem naturais m e n para os quais a forma diferencial
3am Lyl dr 4 22™ 2y dy
é exata.

5. Considere a forma diferencial u(z,y)P(z,y)dx + u(x,y)Q(z,y)dy, onde P,Q e u sdo
supostas de classe C! no aberto Q € R2. Prove que uma condicio necessaria para que
a forma diferencial seja exata em () é que
ou oQ 0P

a—yP—%Q:u(a—w—a—y> em ().

6. Determine u(z,y) que s6 depende de x tal que (2% + z + y)u(x,y)dxr — zu(z,y)dy seja
exata.

Resultados interessantes....

7. Suponha P(z,y) e Q(x,y) de classe C' num aberto Q € R2. Prove que F=pr7 + Q7
é irrotacional se, e somente se,

j{Pdm+Qdy =0,
g

para toda curva -y, fechada, simples, orientada positivamente e fronteira de um compacto
K € Q de R
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. Seja ?(m,y) =

— —
. Prove que se F -7 for constante sobre Im~y entdo o fluxo de F através de v é o produto

- - —
de F' - n’ pelo comprimento de v, onde n é a normal a ~.

= Y

. rmine ara ue S€ela solenoldal.

Sejam f(x,y) e g(z,y) duas funces a valores reais, de classe C2, no aberto 2 de R?. Seja
v : [a,b] — Q uma curva regular, fechada, simples, orientada no sentido anti-horario,
fronteira de um compacto K, com interior nio vazio e contido em €. Seja 7 a normal
exterior a K. Prove que:

f 99 —ds = / Ag dxdy (;—i ¢ a derivada direcional de ¢ na direcao 7 e Ag é
K n
o laplaciano de g).

(b) ff;g ds = / (fAg+ Vf-Vg) dedy (Primeira identidade de Green).
© § £5s= [ [Gar 1951 dudy

(d) f(faa—i— 8—i ds :/ (fAg—gAf) dzdy (Segunda identidade de Green).
. n 8n K

Seja v : Q C R? — R de classe C2 no aberto ) e sejam v e K como no exercicio anterior.
Prove que se Av = 0 no interior de K e v(v(t)) = 0 em [a,b], entao v(z,y) = 0 para
todo (z,y) € K.

Aplicacoes dos conceitos de integral de linha

Experimentos mostram que uma corrente estacionaria I em um fio comprido produz
um campo magnético B que é tangente a qualquer circunferéncia contida num plano
perpendicular ao fio e cujo centro pertence ao eixo do fio. A Lei de Ampére relaciona a
corrente elétrica aos seus efeitos magnéticos e afirma que

/ﬁ-?:uol,
C

onde I é a corrente total que passa através de qualquer superficie limitada por uma
curva fechada C' e pg é uma constante chamada de permeabilidade de espago livre.
Tomando C' como uma circunferéncia com raio r, mostre que a magnitude B = H§||
do campo magnético a uma distancia r do centro do fio é

fol

B = .
2rr

_
(a) Suponha que F represente o campo forca inverso quadrado, isto é,

—
cr

F(7) =

para alguma constante ¢, onde ¥ =z i +yj + z k. Encontre o trabalho feito
—

pela forga F' para mover um objeto de um ponto P; ao longo de um caminho até

um ponto P», em termo das distancias d; e dy destes pontos & origem.
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(b) Um exemplo de um campo forga inverso quadrado é o campo gravitacional F =
—(mMG)7 /|| 7||. Encontre o trabalho feito pelo campo gravitacional quando
a Terra se move do afélio (em uma distancia maxima de 1,52.10% Km do Sol)
para o periélio (em uma distancia minima de 1,47.108 Km do Sol). Use os valores
m =5,97.10%* Kg, M =1,99.10%° Kg e G = 6,67.10~ ! N.m?/Kg>.

A integral de linha de um campo vetorial F' sobre um caminho + em relacao ao com-
primento de arco é definida por:

/F ds—/F DI (1) .

Calcule a integral de limha em relacdo ao comprimento de arco / 2xds, onde v é o

.
caminho formado pelo arco C; da pardbola y = 2 de (0,0) a (1,1), seguido de um
segmento de reta Cy de (1,1) a (2,2).

Um fio delgado no espago pode ser pensado como a imagem de uma curva v : [a, b] —
R3. Se §(x,y,z) ¢ a densidade linear (massa por unidade de comprimento) do fio no
ponto (z,y, z), a massa do fio é definida pela integral de linha da densidade em relagao

ao comprimento de arco M = / d(x,y, z)ds. Calcule a massa de um fio dado pela
imagem da curva v(t) = (¢,¢,t), t € [0,2], de densidade linear d(z,y, z) = zyz.

Parte Técnica: para treinar o Teorema de Green

Use o Teorema de Green para avaliar as integrais de linha ao longo das curvas dadas
orientadas positivamente.

(a) %:UQyzd:c + 4zy3dy; v é o triangulo com vértices (0,0), (1,3) e (0,3).
gl

(b) %(y—keﬁ)daﬂ— (22 +cos(y?))dy; v ¢ a fronteira da regido limitada pelas parabolas
g

y=22ex=1y>



