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io Silva 1o	 Trim. /2009Parte Té
ni
a: para treinar 
ál
ulos de integral de linha1. Cal
ule as seguintes integrais de linha ao longo dos respe
tivos 
aminhos indi
ados:(a) F (x, y) = (x2 − 2xy)
−→
i + (y2 − 2xy)

−→
j , entre os pontos (−1, 1) e (1, 1) ao longo daparábola y = x2;(b) F (x, y) = (y2−z2)

−→
i +2yz

−→
j −x2

−→
k , ao longo da trajetória γ(t) = t

−→
i +t2

−→
j +t3

−→
k ,

t ∈ [0, 1];(
) F (x, y, z) = x
−→
i + y

−→
j +(xz− y)

−→
k , ao longo do segmento de reta que liga (0, 0, 0)e (1, 2, 4);(d) F (x, y, z) = x

−→
i +y

−→
j +(xz−y)

−→
k , ao longo da trajetória γ(t) = t2

−→
i +2t

−→
j +4t2

−→
k ,

t ∈ [0, 1].2. Cal
ule ∮

C

dx + dy

|x| + |y|
, onde C é o quadrado de vérti
es (1,0), (0,1), (-1, 0) e (0,-1),per
orrido no sentido anti-horário.3. Cal
ule ∫

γ

dx + ydy + dz, onde γ é a interse
ção do plano y = x 
om a superfí
ie
z = x2 + y2, z ≤ 2, sendo o sentido de per
urso do ponto (−1,−1, 2) para o ponto
(1, 1, 2).Parte Con
eitual: para trabalhar seu ra
io
ínio...4. Mostre que existem naturais m e n para os quais a forma diferen
ial

3xm+1yn+1dx + 2xm+2yndyé exata.5. Considere a forma diferen
ial u(x, y)P (x, y)dx + u(x, y)Q(x, y)dy, onde P, Q e u sãosupostas de 
lasse C1 no aberto Ω ∈ R
2. Prove que uma 
ondição ne
essária para quea forma diferen
ial seja exata em Ω é que

∂u

∂y
P −

∂u

∂x
Q = u

(∂Q

∂x
−

∂P

∂y

) em Ω.6. Determine u(x, y) que só depende de x tal que (x3 + x + y)u(x, y)dx − xu(x, y)dy sejaexata.Resultados interessantes....7. Suponha P (x, y) e Q(x, y) de 
lasse C1 num aberto Ω ∈ R
2. Prove que −→F = P

−→
i +Q

−→
jé irrota
ional se, e somente se,

∮

γ

Pdx + Qdy = 0,para toda 
urva γ, fe
hada, simples, orientada positivamente e fronteira de um 
ompa
to
K ∈ Ω de R
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8. Prove que se −→F ·−→n for 
onstante sobre Imγ então o �uxo de −→F através de γ é o produtode −→
F · −→n pelo 
omprimento de γ, onde −→n é a normal a γ.9. Seja −→

F (x, y) =
x

(x2 + y2)α

−→
i +

y

(x2 + y2)α

−→
j . Determine α para que −→

F seja solenoidal.10. Sejam f(x, y) e g(x, y) duas funções a valores reais, de 
lasse C2, no aberto Ω de R
2. Seja

γ : [a, b] −→ Ω uma 
urva regular, fe
hada, simples, orientada no sentido anti-horário,fronteira de um 
ompa
to K, 
om interior não vazio e 
ontido em Ω. Seja −→n a normalexterior a K. Prove que:(a) ∮

γ

∂g

∂−→n
ds =

∫ ∫

K

∆g dxdy
( ∂g

∂−→n
é a derivada dire
ional de g na direção −→n e ∆g éo lapla
iano de g

).(b) ∮

γ

f
∂g

∂−→n
ds =

∫ ∫

K

(f∆g + ∇f · ∇g) dxdy (Primeira identidade de Green).(
) ∮

γ

f
∂f

∂−→n
ds =

∫ ∫

K

(f∆f + ‖∇f‖2) dxdy(d) ∮

γ

(

f
∂g

∂−→n
−g

∂f

∂−→n

)

ds =

∫ ∫

K

(f∆g−g∆f) dxdy (Segunda identidade de Green).11. Seja ν : Ω ⊂ R
2 −→ R de 
lasse C2 no aberto Ω e sejam γ e K 
omo no exer
í
io anterior.Prove que se ∆ν = 0 no interior de K e ν(γ(t)) = 0 em [a,b℄, então ν(x, y) = 0 paratodo (x, y) ∈ K.Apli
ações dos 
on
eitos de integral de linha12. Experimentos mostram que uma 
orrente esta
ionária I em um �o 
omprido produzum 
ampo magnéti
o −→

B que é tangente a qualquer 
ir
unferên
ia 
ontida num planoperpendi
ular ao �o e 
ujo 
entro perten
e ao eixo do �o. A Lei de Ampère rela
iona a
orrente elétri
a aos seus efeitos magnéti
os e a�rma que
∫

C

−→
B · −→r = µ0I,onde I é a 
orrente total que passa através de qualquer superfí
ie limitada por uma
urva fe
hada C e µ0 é uma 
onstante 
hamada de permeabilidade de espaço livre.Tomando C 
omo uma 
ir
unferên
ia 
om raio r, mostre que a magnitude B = ‖

−→
B‖do 
ampo magnéti
o a uma distân
ia r do 
entro do �o é

B =
µ0I

2πr
.13. (a) Suponha que −→

F represente o 
ampo força inverso quadrado, isto é,
−→
F (−→r ) =

c−→r

‖−→r ‖3
,para alguma 
onstante c, onde −→r = x

−→
i + y

−→
j + z

−→
k . En
ontre o trabalho feitopela força −→

F para mover um objeto de um ponto P1 ao longo de um 
aminho atéum ponto P2, em termo das distân
ias d1 e d2 destes pontos à origem.2



(b) Um exemplo de um 
ampo força inverso quadrado é o 
ampo gravita
ional −→F =
−(mMG)−→r /‖−→r ‖3. En
ontre o trabalho feito pelo 
ampo gravita
ional quandoa Terra se move do afélio (em uma distân
ia máxima de 1, 52.108 Km do Sol)para o periélio (em uma distân
ia mínima de 1, 47.108 Km do Sol). Use os valores
m = 5, 97.1024 Kg, M = 1, 99.1030 Kg e G = 6, 67.10−11 N.m2/Kg2.14. A integral de linha de um 
ampo vetorial F sobre um 
aminho γ em relação ao 
om-primento de ar
o é de�nida por:

∫

γ

F (X)ds =

∫ b

a

F (γ(t))‖γ′(t)‖dt.Cal
ule a integral de limha em relação ao 
omprimento de ar
o ∫

γ

2xds, onde γ é o
aminho formado pelo ar
o C1 da parábola y = x2 de (0,0) a (1,1), seguido de umsegmento de reta C2 de (1,1) a (2,2).15. Um �o delgado no espaço pode ser pensado 
omo a imagem de uma 
urva γ : [a, b] −→
R

3. Se δ(x, y, z) é a densidade linear (massa por unidade de 
omprimento) do �o noponto (x, y, z), a massa do �o é de�nida pela integral de linha da densidade em relaçãoao 
omprimento de ar
o M =

∫

γ

δ(x, y, z)ds. Cal
ule a massa de um �o dado pelaimagem da 
urva γ(t) = (t, t, t), t ∈ [0, 2], de densidade linear δ(x, y, z) = xyz.Parte Té
ni
a: para treinar o Teorema de Green16. Use o Teorema de Green para avaliar as integrais de linha ao longo das 
urvas dadasorientadas positivamente.(a) ∮

γ

x2y2dx + 4xy3dy; γ é o triângulo 
om vérti
es (0,0), (1,3) e (0,3).(b) ∮

γ

(y+e
√

x)dx+(2x+cos(y2))dy; γ é a fronteira da região limitada pelas parábolas
y = x2 e x = y2.
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