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DERIVADA COVARIANTE

avariagdo de vetores e sua bases quando se desloca pela superficie.
Se imaginarmos um vetor correndo em uma superficie curva temos que
a base do vetor ira "apontar"a cada momento em uma diregao e sentido.
Assim o vetor ira se modificar conforme houver varia¢ao do vetor. Para

QJANDO estamos em relatividade geral temos que tomar cuidado com

isso, temos que usar a derivada covariante, onde a mesma é definida

como :

V =Vke,
V.,V = (0,V¥)e, + VFde,

Avariagao da base no segundo termo na direita da equagao acima é o que
chamaremos de conexido

A
e, =T, ex

dye,, = (Alguns coeficientes) e

Os coeficientes s3o quem conectam as bases quando variamos vetor pela
superficie.



CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE RELATIVIDADE GERAL

Exemplo: Para um vetor que tem componentes escrita em coordena-
das polares, temos

T = rcosb
y =rsinf
e, = cos e, + sin fe,

ey = —rsinfe, + rcos e,

Se derivarmos a base e, temos:

Oge, = —sin fe, + cos fe,

1
= Oge, = —ey
r

1
0
= 1—‘,’,9:;

Assim, o coeficiente 1/r é o que conecta as duas bases quando se "des-
loca'pela superficie.
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SIMBOLO DE CHRISTOFFEL

No capitulo anterior descrevemos a derivada para um vetor contrava-
riante V' = Ve, porém para um covetor, ou seja, w = w, 0" que
vive no espaco dual, o sinal na derivada covariante serd negativo. Como

nao gosto de aceitar as coisas vou demonstrar:
A base satisfaz
ete, = o4
Ox(ele,) =0

orel'(e,) + etdre, =0

et (ey) + T e, =0

et (ey) + T4 e, =0
Oret'(ey) + 15,05 =0
(Oxe")(ev) = —T%,
oxet(88) = =T e’

ore!' = —F’)fl, e’
Entao,

Vaguw = 8Ag;w - Fiugpu - Fiygup =0



CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE RELATIVIDADE GERAL

Fazendo os casos ciclicos, temos:

1)

NGy = Fl))\ugpv + Fﬁugup
2)

Ougrw = FZ)\ng + I 9rp
3)

Ovgur = Fﬁugp/\ + T\ Gup

Somando (1) e (2) e subtraindo (3):

8/\g;w + 8;ng\u - 81/9;0\ =2 Fiugpu

Multiplicando por g°%, obtemos

ag 1 ag
A — 59 g (akguu + 8/Lg)w - 81/9;0\)

(2.1)
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EQUACAO DE EINSTEIN

A dindmica do espago-tempo é determinada por

1
R/u/ - §Rgm/ + Aguu = SWGTMV 3.1

O tensor de Ricci é definido por

R;w = 8)\F21, - aVP;)z/\ -+ Fﬁa Zl/ - P});,U Z)\ (3.2)

Agora que sabemos que o simbolo de Christoffel é escrito como:

1
F/)\,Ll/ = 59/\(7(8#91/0 + 61/90;1 - 80.9#1/) (3.3)

A equacao de Einstein pode ser compreendida como uma relagao
profunda entre a geometria do espago-tempo e o contettdo de matéria e
energia presente nele. O lado esquerdo da equagao, composto pelo tensor
de Ricci, pelo escalar de Ricci, pela métrica e pela constante cosmoldgica,
descreve a curvatura e a estrutura geométrica do espago-tempo. O tensor
de Ricci, em particular, mede como o volume de uma pequena esfera
de particulas em queda livre muda a medida que ela se move através
do espago-tempo, revelando como a presenga de massa e energia faz
com que trajetdrias inicialmente paralelas convinjam ou divirjam. O



CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE RELATIVIDADE GERAL

escalar de Ricci é simplesmente uma versao condensada dessa curvatura,
representando a curvatura média em todas as dire¢oes. A métrica, por
sua vez, ¢é a ferramenta fundamental que nos permite medir distancias e
intervalos de tempo nesse espago-tempo curvo, enquanto a constante
cosmoldgica atua como uma espécie de "repulsio césmica'associada a
energia escura.

O lado direito da equagao contém o tensor energia-momento, que
codifica toda a informagao sobre a distribui¢do de matéria, energia, pres-
30 e tensao no espago. A constante gravitacional de Newton aparece
como fator de proporcionalidade, estabelecendo a intensidade da intera-
¢ao gravitacional. A equagio como um todo nos diz, de maneira elegante
e precisa, que a curvatura do espago-tempo em cada ponto é diretamente
determinada pela quantidade de matéria e energia presente naquele
ponto, materializando a famosa frase de John Wheeler: "A matéria diz ao
espago-tempo como se curvar, e o espago-tempo diz a matéria como se
mover".

Para entender o tensor de Ricci mais profundamente, precisamos
compreender os simbolos de Christoffel, que s3o os componentes da
conexdo afim. Eles funcionam como uma espécie de "forca ficticia'que
aparece naturalmente quando trabalhamos com coordenadas curvas,
indicando como os vetores da base mudam quando nos movemos de um
ponto a outro no espago-tempo. Se o espago-tempo for perfeitamente
plano, como no caso do espago de Minkowski da relatividade restrita
em coordenadas cartesianas, todos os simbolos de Christoffel s3o zero.
A expressao do tensor de Ricci em termos dos simbolos de Christoffel
envolve derivadas e produtos desses simbolos, capturando como a curva-
tura se manifesta através das variagoes e interagoes dessas "tor¢oes"nas
coordenadas.

Uma analogia ttil para visualizar esses conceitos é imaginar o espago-
tempo como um grande colchdo de molas. A métrica representa a rigidez
desse colchao em cada dire¢ao, determinando como as distancias s3o
medidas. Os simbolos de Christoffel seriam como as tor¢des e tensoes
locais entre as molas vizinhas. O tensor de Ricci indicaria o quanto
o colchio estd esticado ou comprimido em cada regido. Finalmente,



EQUAGAO DE EINSTEIN

a equagao de Einstein nos diria que, ao colocarmos pesos sobre esse
colchdo, a deformagao resultante serd proporcional 3 massa desses pesos,
exatamente como observamos na gravidade.
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