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Cosmologia Newtoniana

Enquanto os calculos que prevéem a evolucao do
Universo em grande escala se baseiam na relatividade,
muitos conceitos podem ser entendidos usando
mecanica Newtoniana.

A equacao principal necessaria para descrever esta
evolucao, a equacao de Friedmann, acaba sendo até
igual usando fisica Newtoniana!

(tirando o fato, que a constante cosmologica ndo aparece)

E, entdo, instrutivo, primeiro atacar a cosmologia de
maneira Newtoniana antes de usar a relatividade, ja que
a primeira € mais intuitiva, e a matematica envolvida &
bem mais simples.



O Principio Cosmologico

As teorias partem da suposicao, que parece razoavel e é
apoliada pelas observacoes

( => aulas Estruturas em Grande Escala),

chamada Principio Cosmologico, que o Universo e, e
sempre foi:

- Isotropico: todas as direcOes sao equivalentes,
nao ha uma direcao preferida, e

- homogéneo a partir de uma certa escala
(hoje ~100 Mpc).



O Tempo Universal

Definimos o tempo universal t, como o tempo decorrido
desde o Big Bang.

As propriedades do Universo (fator de escala,
densidades dos constituentes em grande escala) sao
ilguals em todas as posicoes no mesmo f, ou seja sao
apenas uma funcao det.

Por exemplo, o redshift medida para uma galaxia
distante € uma funcao (decrescente, no caso de um
Universo em expansao desde o comeco) do tempo
universal na época da emissao da luz:

z=2z(t) <=>t=t(2)



O Tempo Universal

Definimos ainda:

to .= hoje, em redshift O (em geral, grandezas com
indice O se referem ao valor atual da grandeza),
da ordem de 13.8 Gyr

O lookback time t. correspondendo a um tempo t € o tempo
decorrido desde t até hoje:

fL=1o-1

O lookback time de uma galaxia observada com redshift z
tambéem é uma funcéo deste:

ti(z) =to - t(2)

(Em geral, cada grandeza gue pode ser escrita como funcao
de t, também pode ser escrita em funcéo de z. Esta funcéo
pode ser chamada de evolucao com o redshift da grandeza.)



A Lel de Hubble-leMalitre

Uma das "grandezas", que nao
dependem da posicao no Universo,
é a Lei de Hubble-leMaitre:

Nossa Lel de Hubble-leMaitre diz:

Va = Hofa € Vs = Hors

Seres na galaxia A observam:
Vi - Va = Holg - Hola = Ho(rB - rA)

A mesma Lel com a mesma
constante de Hubble!
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O Tempo de Hubble

Supondo gue o Universo esta expandindo a taxa atual
desde seu comeco, conseguimos estimar a idade do
Universo:

tw = ra/va = 1/Ho = Tempo de Hubble = 13.8 bi. anos

Na verdade, a taxa de expansao nao era sempre igual.
Ela nao &, entdo, uma constante, mas um parametro que
varia, o parametro de Hubble, H(t).

Ho é o valor atual do parametro de Hubble, Ho = H(to).

Calculos recentes que levam em conta a variacao da
taxa de expansao, chegam numa idade do Universo de
13.8 bi. anos, por acaso o mesmo valor gue aguele
estimado usando uma taxa constante.



A Lel de Hubble-leMaitre dependente do tempo

Se nossa distancia ate galaxia A e ra(t), atualmente rap,
a expansao pode ser escrita como ra(t) = raoR(f),

onde R(t) € uma grandeza sem dimensao chamada
fator de escala aumentando de O no Big Bang a 1 hoje,
R(0) =0 e R(to) = 1.

Em redshift z, a escala do Universo era menor por um fator
1 + z (afinal, os comprimentos de onda da radiacao foram
esticados junto com o Universo por este fator) => R(t) = (1+2)™

Como va(t) = dra(t)/dt = dR(t)/dt - rap,
a Lel de Hubble-leMaitre dependente do tempo vira:
Va(t) = H(Ora(t) = H(O)R(t)ra.o.
=> H(t) = L/ra(t) - va(t) = L/rnoR(t) - dR(t)/dt - Taa
= 1/R(t) - dR(t)/dt (ou R/R),
a taxa de variacao relativa do fator de escala do Universo



Um Universo sO de Matéria

Comecamos a desenvolver nossa

cosmologia Newtoniana, supondo e
gue o Universo esta

homogeneamente preenchido por

materia de densidade p(t) sem

pressao, as vezes chamado de

Universo de poeira.

Seja r(t) o raio de uma casca fina e esférica de massa m,
gue expande junto com o Universo, tal que

r(t) = R(t)w, onde w € o raio da casca hoje (poderia ser
chamado de ry).

r(t) tambem é chamado distancia de coordenada,

e w = r(ty), coordenada comovente.



Um Universo sO de Matéria

A casca expande junto com o
Universo com velocidade e
v(t) = dr(t)/dt,
tal qgue a massa contida nela,
Mr = 411/3 r3(t)p(t),
é constante
=> p(t) é proporcional a r3(t),
gue é proporcional a R™3(t).

Um volume que expande junto com o Universo é
chamado volume comovente, e a densidade medida por
volume atual de um volume comovente, de densidade
comovente.

NoO nosso Universo sO de matéria, a densidade
comovente € constante.



Um Universo sO de Matéria

Por algum motivo definimos

k .= -2E/mc?m?, onde E € a s 0
energia mecanica total da casca.

k tem dimensao [comprimento?]

e soO tera um significado fisico

tratando de cosmologia

relativistica.

A energia mecanica total também pode ser escrito como:

E = K(f) + U(t) = 72-mv&(t) - GMam/r(t) ¥~~~ Teorema da casca
= Y2-mv3(t) - 4rtG/3 - mr3(t)p(t) esférica
= 16.mKC20?2 = Definicdo de k

=> V2 - 8/3 . mGPr? = -kc2w? (omitindo os "(t)").




Um Universo sO de Matéria

O sinal da energia mecanica total (o sinal oposto de k)
determina o destino do Universo:

- Se k>0, entao E < 0 (A velocidade da casca € menor
gue a velocidade de escape),
e 0 Universo é gravitacionalmente ligado (ou fechado¥*)
=> A expansao terminara algum dia, e se revertera.

-Se k<0,E>0,
0 Universo néao é ligado (ou aberto*)
=> A expansao continuara para sempre.

-Se k=0, E =0, caso limite (Universo plano*).
=> A taxa de expansao tende assintoticamente a zero.

*Aqui, os termos fechado, aberto e plano se referem a dindmica da expansao.
Eles fardo mais sentido quando trataremos de cosmologia relativistica.



Um Universo sO de Matéria

Substituindo em V2 - 8/5 - TGPr? = -kc2w?:
r(t) =awR() e v(t)=H®Or(t) = dRrR(t)/dt - w,
e dividindo por @w? obtemos:

1 dR\*> 8 8
laky 6 R2 — o2 N 2 _ _ 12
l:(R dt) 33:(?,0:' ke OU (H 3;erp)R KC™

gue sao duas versoes da equacao de Friedmann para
um Universo s6 de matéria, uma equacao diferencial
para determinar o fator de escala do Universo em funcao
do tempo.



Um Universo sO de Matéria

. 8
Olhando pra segunda versao: (Hz — g:erp) R* = —kc’

k € zero (Universo plano), para p(t) = pc(t) := 3H3(t)/8rtG
chamada densidade critica, que representa, entao, o
limite entre Universos abertos (que expandirao por
sempre) e fechados (que recolapsam).

Valor atual: pco = 3H0%8nG

Obviamente, a densidade critica depende do parametro
de Hubble, isto &, da taxa de expansao.

Quanto mais rapidamente o Universo esta expandindo,
tanto mais massa € precisa para reverter a expansao.



Um Universo sO de Matéria

Para matéria, a densidade p(z) é inversamente
proporcional ao volume comovente, ou seja,
a densidade comovente é constante:

p(z2) = (1+2)3p0 = R3(t)po, Onde po = densidade atual

Usando H(t) = 1/R(t)-dR(t)/dt, a equacao de Friedmann se
torna:

(dR/dt)? - 8TGPo/3R = -kc?



Um Universo sO de Matéria

Definindo a densidade em unidades da densidade critica
como parametro de densidade:
Q(t) = p(t)/pc(t) = 8BrrGp(t)/3H?(t)
hOje: Qo = ,Oo/pc,o = 87TG,00/3H02

Usando H(t) = 1/R(t)-dR(t)/dt, obtemos mais uma versao
da equacao de Friedman: H3(t)[1-Q(t)]R3(t) = -kc?

hoje: Ho [1-Qo] = -kc?,

confirmando que:

-Se Qo) > 1 (po) > Ppeoy): O Universo é fechado

- Se Q) <1 (po) < Pcoy): O Universo é aberto

- Se Q) = 1 (po) = pe0y): O Universo é plano



Um Universo sO de Matéria

Combinando

H2(D)[1-Q(1)]R?(t) = -kc? = Ho? [1-Q0]

=> H()[1-Q(0)] = Ho? [1-Q0](1+2)?

e Q(t)/Qo = p(t)Ho?poH?(t) = (1+2)3Ho¥H?4(t)
conseguimos determinar H(t) e Q(t) (ou H(z) e Q(2)).

Deixando os "()" de lado:

Q=1- I‘I()Z/I‘I2 [1 Qo](1+Z)2 — Qo(l+Z)3H02/H2
=> H2 = H02(1+Z)2(Qoz + 1)

e H?2 = Ho?2 [1-Qo](1+2)%[1-Q] = (1+2)3Hx2Q0/Q
=> 0Q = (1+2)Qo/(1+Q02) = 1 + (Q0-1)/(1+Q02)



Um Universo sO de Matéria

Q=1+ (Qo-l)/(1+QoZ)

=> Q - 1 = kc?/(dR/dt)?> nao muda de sinal, ou seja:
uma vez aberto, sempre aberto, ou

uma vez fechado, sempre fechado, ou

uma vez plano, sempre plano.

=>Paraz->0, Q->1

=> Q evolui para longe de 1, quer dizer:

0 Universo aumenta sua "natureza" com o tempo, ou seja:
- Se 0 Universo era um pouco aberto no passado, ele esta
mais aberto hoje, ou

- se era um pouco fechado no passado, se "fechou mais",
resp. para ser plano hoje, deve ter sido muito plano no
passado.



Um Universo sO de Matéria

:U-h

Como evolul um Universo destes?

Usando a Equacao de Friedmann
na versao do sl. 15:

(dR/dt)? - 8rGpo/3R = -kc?

Para um Universo plano,

k=0 e po=pPco=3Ho?/8nG,

Isto vira (dR/dt)? - Hi¥R =0

A solucao e (=> quadro):

Rpiano = (6TTGPc0)V3t73 = (3/2)PHo*t73 = (3/2)73(t/tu)?>,
onde ty = 1/Ho = tempo de Hubble => p(t) prop. t2

Um Universo destes tem idade: tpano(2)= 2/(3(1+2)%?) - ty
=> a idade atual € tpianoo = %5 - t1

e podemos escrever Rpiano = (t/fpiano0)?>

p(t) < t72, dR(t)/dt<t* e H(t)<t? tendem a zerop.t - o

Relative size of the universe

o




Um Universo sO de Matéria

Para um Universo nao-plano, k # 0, 3R
a equacao diferencial € mais dificll
de resolver:

Relative size of the universe
N

Em Universos fechados,
k>0<=>p(t) > pc(t) <=>Q(t) > 1 e e W w

obtemos (sem dedugao): s o (%)~ 1)

Para z = 0, isto nos da
a idade atual do Universo: "= - 2o fost (5 -1) - 22— < %3

=> Estes Universos recolapsam, e suas idades sao
menores que as de Universos planos com a mesma taxa
de expansao atual (constante de Hubble).




Um Universo sO de Matéria

Em Universos abertos, R
K <0 <=>p(f) < pc(t) <=>Q(t) < 1,
a solucao é

f the universe

ive size 0

fopen (2) 0 [ i (Qoz - Qo+ 2) 2/(1 = Q0)(R2z + l):|-
= — cosh + = d
tH 2(1 — Q)32 Q0z + o Qo(1 + 2) g
e a idade do Universo e = o T w

Billions of Years

|

topen,O . S-20 |:_ COSh_I ( 2 ) n 2»\/ 1 — Q()

—_ — —1
tH 2(1 — Q9)3/? 20 Qo

Estes Universos expandem por sempre, e suas idades
sao maiores que as de Universos planos.

Infelizmente, nos casos com k # 0 nao existe uma
expressao simples para R(t).



Um Universo sO de Matéria

O limite em alto redshift dos trés casos:

fopen (2) 20 4 (QOZ — 0 + 2) 2/ (1 — Q0)(Roz + 1)}
. — _ h
Qo < 1 th 2(1 — Q)32 [ c0% et )T Qo1 + 2)

Qo = 1: tplano(z) /tH — 2/(3(1+Z)3/2)

On > 1 oa@ S [COS_J (QOZ-QO+2)_2x/(90~—1)(902+1):’
0 . lH Z(Qo— ])3/2 QOZ+QO QO(I '|"Z)

& 1(2) / tn = 2/(3(1+2)*2Q0?)



Um Universo sO de Matéria

Juntando os resultados para a idade
do Universo em funcao do valor
atual do parametro de densidade: .}
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Um Universo sO de Matéria

O Lookback Time 02
N&o s6 a idade (o tempo =
decorrido desde redshift 0), 7|
depende de Qo, mastoda =,
arelagao z - t.=to- t(2):

Por exemplo, para um Y
Universo plano (Qo = 1),

ela é:

t/tn = 2 - [1 - Y(1+2)%3)

Para varios Universos abertos e fechados, vide a figura.
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Incluindo Pressao

Aplicando em um volume V de densidade, pressao e
temperatura homogéneas a 12 Lei da Termodinamica,

a alteracao da energia interna em um volume € igual a
guantidade de calor recebida menos o trabalho realizado
pela pressao para o ambiente:

dU = dQ - dW, onde dW = PdV, dOQ = TdS

Pela total homogeneidade da esfera, a expansao deve ser
reversivel, isto e, adiabatica, nao ha transferéncia de calor,
dS = 0, ou dQ = 0; escrevendo como derivada no tempo:

du/dt = -dW/dt = -P dV/dt
Definindo a densidade de energia interna u = U/V"
d(uV)/dt = -P dV/dt



Incluindo Pressao
d(uV)/dt = -P dV/dt

Ja que u = pc? (aqui roubamos da relatividade, E = mc3):
d(c?pV)/dt = -P dV/dt => d(pV)/dt = -P/c? - dV/dt

Volumes crescem com a terceira poténcia do fator de
escala, V(t) = R(t)3Vo, onde V, € o0 volume hoje:

d(,OF\’qu)/dt = -P/c2 . d(R3 /dt
=> d(R3p)/dt = -P/c? - d(R3)/dt,

gue € a Equacao de Fluido.

Para um Universo de poeira, R3p é constante <=> P = 0,
como esperado.



Incluindo Pressao
d(R3p)/dt = -P/c2 - d(R3)/dt

Combinando esta equacao de maneira esperta com a
Equacao de Friedmann (=> quadro) obtemos a

Equacao de aceleracao: d?R/dt? = -4nnG/3 - (p + 3P/c?) - R

Ao contrario do gue a intuicao diz, pressao tende a
desacelerar a expansao, ja gue ela nao esta aplicando
nenhuma forca de pressao (o gradiente da presséao e
zero), mas pode ser associada a energia cinética das
particulas, que corresponde a uma massa

(E = mc? de novo) gue causa uma atracao.



Incluindo Pressao

As equacoes de Friedmann, de fluido e de aceleracao
contém as trés incognitas R, p e P, mas elas nao sao
Independentes, tal que precisamos de uma terceira
relacao para calcular a evolucao do nosso Universo
modelo.

A terceira € a equacao de estado, que pode em geral ser
escrita como:

P = wu = wpc?,

onde w depende da natureza do fluido enchendo o
Universo (matéria, radiacao, ...):

para "poeira" (boa aproximacédo para matéria): W =0<=>P =0

para radiacao: w =% <=> P = pc?%/3 = u/3



Incluindo Pressao

Para um Universo que consiste de (ou € dominado por)
apenas um componente, a Equacao de Fluido leva a
(=> quadro):

R31*Wp = const. = po

para um Universo de matéria (w = 0). p = R3p0 = (1+2)3p0
Inversamente a volumes comoventes, como ja sabiamos.

para um de radiacao (w =%): p = R™4po = (1+2)*po

A densidade cal com a quarta poténcia de (1+2), trés
pelo aumento do volume, e um por causa da diminuicao
de energia dos fotons do aumento do comprimento de
onda, ja que m = E/c? = h/cA*

*Estritamente falando, aqui deixamos de usar apenas fisica newtoniana:
guantizacao da radiacao, equivaléncia massa-energia, relacao de de Broglie.



Incluindo Pressao

Como se comporta a radiacao?

Prad = F\)_4prad,0 — (1+Z)4prad,0

Pela Lel de Wien, a temperatura cal inversamente
proporcional as comprimentos de onda, ou seja,
como(l+2z2)=R L T=(1+2)To =R T,



Incluindo Pressao

Como se comporta a radiacao?

Num Universo so de radiacao, a Equacao de Friedmann
é (dR/dt)? - 8GPrad,o/3R? = -kC?

Para um Universo plano, k=0 e Prado = Pco = 3HY/8G,
Isto vira (dR/dt)? - Hy?/R? =0

A solucéo é (=> quadro): Ruadpiano = V2Hot = V2U/ty o« t2
=> ,Orad(t) Prop. 2, T(t) Prop. t-172

e dR()/dt<t'? e H(t)«t! tendem a zero parat - o

Um calculo similar ao do sl. 17 leva a

Q=1+ (Qo - 1)/(1 + 200z + QoZZ),

0 que significa, que num Universo soO de radiacao:
-(Q - 1), e entao, k, nao muda de sinal, e

- Q evolui para longe de 1,

igual como num Universo sO de matéria.



Incluindo Pressao

Juntando as constituentes do Universo

Exprimindo a Equacao de Aceleracao
d?R/dt? = -AntG/3 - (o + 3P/c?) - R

em termos dos parametros de densidade (/ = mat, rad):
d?R/dt? = -4tG/3 - 2i (pi+ 3P/c?) - R
-4ntG/3 - Zi (pi + 3wipic%/c?) - R
AnG/3 - Zi (1+3wi)pi - R

-4tG/3 - Zi (1 + 3w )Qi-pe - R
-4AtG/3 - + 2 0.5:(1 + 3w) Qi

-BRG/F - R (;ZHZ/W{@ 5 0.5-(1 + 3w Qi

‘R - (dR/dt/R)? - 3 0.5-(1 + 3w
(dR/d0)2/R - 3 0.5-(1 + 3w)Q;



Incluindo Pressao

O Parametro de Desaceleracao

Podemos definir uma grandeza util chamada parametro
de desaceleracao:

q(t) = - R(t)-[d?R(t)/dt?] / [dR(t)/dt]? = Y2 - Zi (1 + 3wi)Qi(t)
= 0.5 Qna(t) + Quaa(t), €

CIO — O-S'Qmat,o(t) + Qrad,o(t),

gue quantifica a desaceleracao da expansao e confirma

gue matéria e radiacao frelam a expansao.

Para um Universo de matéria sem pressao,
go = 0.5 no caso plano,

go > 0.5 no caso fechado, e

go < 0.5 no caso aberto.



Cosmologia Newtoniana

Atualmente, as melhores determinacoes dos parametros
deste modelo sao:

Constante de Hubble: Ho = 67.7 km/sMpc

=> Densidade critica hoje: pco = 8.63-10727 kg m™

Qmato = 0.31 => Pmato = 0.31 pco = 2.66:10727 kgm™

Qrado = 9.1:1075 => Pragp = 7.85-10731 kg M2 (desprezivel hoje)
0 que da pro parametro de desaceleracéo hoje: go = 0.15

Se a cosmologia newtoniana de um Universo de matéria
e radiacao for a ultima palavra, ele expandira por
sempre, sendo freilado um pougquinho, mas nao o
suficiente para parar a expansao (nem
assintoticamente). Vivemos em um Universo aberto.



Introducéo a Cosmologia
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