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(‘9_) O que é uma métrica?
UFABC 1 Métrica e Intervalo no Espaco-Tempo

A métrica g, € o objeto fundamental da e como a curvatura do espaco-tempo se
Relatividade Geral. Ela define a geometria manifesta

do espaco-tempo ao fornecer uma forma
de calcular o **intervalo
espaco-temporal** entre eventos

O caso mais simples é o espaco-tempo
plano de Minkowski:

pr()ximos. -1 00 O
0O 1 0O
ds? = g, dx"dx" (1) Jw=mw =9 o 1 o] @
Esse intervalo determina: 0O 0 0 1
e como distancias sio medidas
e como o tempo é medido ds? = —dt? + dx> + dy* + dz*>  (3)

Usamos unidades naturais ¢ = 1 e assinatura (—, +, +, +)
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» Geometrias Espaciais
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(‘9) Espacos com diferentes curvaturas
UFABC 2 Geometrias Espaciais

Para cada tipo de espaco, as distancias sdo medidas de maneira diferente. Por isso
precisamos de uma descricido geométrica geral.

f

Figura: Espaco euclidiano Figura: Curvatura positiva Figura: Curvatura negativa
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» Métrica Espacial
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(‘9_) Intervalo espacial

3 Meétrica Espacial

UFABC

Em coordenadas esféricas, o elemento de linha espacial pode ser escrito como
ds? = dr? + r?dQ?
onde
dQ? = do? + sin? 0d¢?

Essa forma aparece naturalmente quando descrevemos espacos com **simetria
esférica**.
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» Curvatura do Espaco
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(‘9_) Espaco com curvatura positiva

4 Curvatura do Espacgo

UFABC

Podemos descrever uma esfera tridimensional imersa em um espaco 4D:
24y 4z +w? =R
Eliminando w:
w2 — R2 _ 2
O intervalo torna-se

dr?

2 2
m‘Fr dQ

ds? =
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Espaco com curvatura negativa
4 Curvatura do Espacgo

X2 4+y*+ 22 —w?=_—R?

dr?

s’ = —5— + r’dQ?
ST 1rer T
Generalizando:
dr?
s’ = ———— +r’dQ’
M ey

onde

+1 curvatura positiva

k=<0 espaco plano

10/25 —1 curvatura negativa
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» Estrutura Causal
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(‘9_) Métrica e Cones de Luz
UFABC 5 Estrutura Causal

() . .. . () (0
%, S, R \A_‘\‘ 2 ) h?
v m m T
K
& =
¢ e e Vo @
AP _—
/9" = = =
¢ PP Vo
& x
& 4 T
I <
T <
(=1
: . . Figura: Rindler
Figura: Minkowski

Figura: Eddington-Finkelstein

A métrica determina a * *estrutura dos cones de luz**, que define as relacdes causais
entre eventos no espaco-tempo.
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» Métrica FLRW
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& A Métrica FLRW
UFABC 6 Métrica FLRW

b de **Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker* * descreve um universo:
e homogéneo
e isotropico

dr?
dS2 = —dt2 + a(t)2 m + r2dQ2 (12)

Fator de escala

a(t)
descreve como as distancias cosmoldgicas evoluem no tempo.
e a(t) crescente — universo em expansao
e a(t) decrescente = universo em contragao
e a(ty) = 1 hoje
— a(t) < 1Passado.

— a(t) > 1Futuro.
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» Equacdes de Einstein

15/25



(‘9) Equacoes de Einstein
UFABC 7 Equacoes de Einstein

A dinamica do espaco-tempo é determinada por
1
R, — ERQW +Ag, = 87GT,,
O tensor de Ricci é definido por

RIM/ = a)xrl)\w - aVF/);A + Fﬁorzl/ o Fl/\w ZA

com

1
F/);u = EgAU (8ugucr + auga,u - 509;”/)
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» Tensor Energia-Momento
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(‘9_) Tensor Energia-Momento
UFABC 8 Tensor Energia-Momento

O tersor de energia e momento da equacao de Einstein para a métrica de FLRW é escrito
como:
e Tensor energia-momento
Decomposicdo “3+1” para um observador com 4-velocidade u*:

T,LLI/ = puyly + Ph;w + huuy + huu,u + Tuw (16)
— p: densidade de energia
— P: pressao
— huw = g, +uyu,: projetor do espaco de repouso
— h,: fluxo de energia (h,,u* = 0)
— m,: tensdo anisotropica (simétrica e sem traco, 7, u” = 0)
p 0 0 0

0 Pa2 O 0
[Tﬂl’]: 0 0 Pa2 0 (17)
0 O 0 Pa?
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» Equacdes de Friedmann
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(‘9_) Equacao de Friedmann parak = 0
UFABC 9 Equacoes de Friedmann

Vamos calcular para o caso de k = 0, para E o escalar de Ricci:
simplificar as contas. Assim, os termos nao
nulo do simbolo de Christoffel sao:

.. N2
R=6 a+<a>] (22)
a a
05 = aadas (18)
a Pegando todos esses "ingredientes e
k., = =% (19) o . o
08~ g B8 substituindo na equacao de Einstein para
E os tensores de ricci nio nulos: a3 = 00, temos:
a
Roo = *35 (20) N
a
Ry = (ad + 2a*)dy (21) (a) =8nGp+ A (23)

20/25



(‘9_) Equacoes de Friedmann
UFABC 9 Equacoes de Friedmann

A equacao de Friedmann geral, para E para o8 = ii, temos que a equacao fica:
qualquer k, é escrita como : )
. . a a
(2a® + ad) — 3 [a - <a> a’ + a’A = xPa?
N
a k
<a) =8nGp+ A — a2 (24) (26)
Entao,
Definimos o parametro de Hubble: i
6a = —r(p+3P) +2A (27)

a
H= a (25) Onde, k = 87G
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» Conservacao de Energia
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(‘9_) Equacao da Continuidade
UFABC 10 Conservacao de Energia

— p=H[-p—3P—2]

A conservacao de energia implica

p+3H(p+P) =0

e Vamos voltar ao tempo cosmico e diferenciar a equacao de Friedmann:

(28)

(29)

(30)

(31)

Essa equacao descreve como a densidade de energia evolui com a expansao do universo.
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» Equacdo de Estado
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(‘9_) Equacao da Continuidade

UFABC
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11 Equacao de Estado

Equacao de estado
Para descrever o contelido material do

Unl\A/erso, comegamo~s definindo o 0= [,0 03(1+W):| = p= poa—3(1+w)
parametro de equacao de estado w: dt (34)
w=P/p (32) T
_ — +w
Substituindo na equacio da = | p = poa (35)
continuidade, se w é constante,
e matéria:w =20
d o eE A
0 = j+3H(14+w)p = jrpo [Infa®1+W) |+ radiacao: w = 3
(33) e constante cosmologica: w = —1
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