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Cosmologia Relativistica

A Cosmologia Relativistica tem muito em comum com a
Newtoniana (aula 5), I. e. o principio cosmolagico, a
batalha entre a expansao e a atracao devido a massa
contida no Universo (e mais algo?), mas trata destes
assuntos usando a teoria da Relatividade

(aulas Relatividade Restrita e Relatividade Geral).

Por isto, surgirao fendmenos relativisticos, como
contracao/dilatacao de comprimentos, tempo nao-
absoluto (que depende do referencial), redshift
(cosmologico) e curvatura do espaco(-tempo).



O Tempo Universal (de novo)

Comecando com o tempo: Sera que temos que formular
uma cosmologia dependente do referencial?

Felizmente, podemos continuar usando o tempo
universal, aquele decorrido desde o Big Bang no
referencial que se movimenta com o Hubble Flow, que é
aquele, naquele a Radiacao Cdsmica de Fundo tem a
mesma temperatura em todas as direcoes.

Assim temos, igual como na cosmologia Newtoniana,
to .= hoje, em redshift 0 = 13.8 Gyr,
e 0 lookback time: t.(2) = to - t(2)



O Tempo Universal

A vantagem desta escolha €, que as propriedades do
Universo (fator de escala, densidades dos constituentes
em grande escala) sao iguais em todas as posicoes no
mesmo f, ou seja sao apenas uma funcao de t (ou 2).

Na cosmologia, até na relativistica, existe um tipo de
"referencial preferido"!



O Tempo Universal

O movimento de um objeto relativo a este referencial
chamado o seu movimento peculiar.

Valores tipicos para galaxias sao de até 300 km/s.

O redshift que se mede para uma galaxia distante é a
combinacao do redshift cosmoldgico e do redshift de
Doppler devido ao seu movimento peculiar.

Como visto na primeira aula sobre a Radiacao Césmica
de Fundo, da para determinar o0 nosso movimento
peculiar medindo o momento dipolo da temperatura da
radiacéo de fundo no céu.

O movimento peculiar do Sol é de ~371 km/s na direcao
da constelacao do Leao.



A Geometria do Espaco

E a curvatura do espaco? Como ela poderia ser?

Para um Universo homogéneo e isotropico, ha
basicamente trés possibilidades:

- Geometria plana ou euclidiana (Euclides, ~300 a. C.),
- Geometria fechada ou eliptica, ou

- Geometria aberta ou hiperbalica.

S&0 0s mesmos termos que usamos para o destino (que dependia
da densidade comparada a densidade critica) do Universo na
cosmologia Newtoniana.

Veremos em breve, que num Universo sO de matéria, geometria e
destino séo correlacionados e podem ser usados sindnimos (mas
se tiver outros componentes no Universo, nao necessariamente).



A Geometria do Espaco

Na geometria plana, linhas que  Geometria euclidiana
sao paralelas em uma regiao
continuam paralelas no

espaco inteiro.

Por um ponto P passa A

exatamente uma linha F
&

paralela a uma linha L ;
(linha que nao cruza L). 7

A soma dos angulos num R

triangulo & 180°. < g//
A circunferéncia de um circulo

(conjunto de pontos na distancia r de um ponto, o centro)
é 271r, e a area contida nele, mr2.




A Geometria do Espaco

Na geometria fechada,
linhas "paralelas em uma
regiao” se aproximam na
distancia.

Por um ponto P passa
nenhuma linha paralela
a uma linha L.

A soma dos angulos num
triangulo e > 180°.

A circunferéncia de um circulo é < 27tr,
e sua area, < 71r2.

Geometria eliptica

_____



A Geometria do Espaco

Na geometria aberta, Geometria hiperbdlica
linhas "paralelas em uma
regiao” se afastam na
distancia.

Por um ponto P passa
mais de uma linha paralela
a uma linha L.

A soma dos angulos num r
triangulo e < 180°.

A circunferéncia de um circulo é > 27, //’h\\

, L
e Sua area, > 714,




A Geometria do Espaco

O nosso Espaco nao € uma superficie (espaco 2D)
dentro do espaco 3D, mas possivelmente um espaco 3D
dentro de um espaco 4D, onde nao temos acesso a
guarta dimensao (neste caso a quarta dimensao nao € o
tempo), mas € analogo ao espaco 2D dentro do espaco
3D.

Em principio podemos determinar a geometria do nosso
Espaco observando o comportamento de linhas ou
planos paralelos na distancia, medindo angulos em
triangulos (grandes) e/ou medindo circunferéncias ou
areas de circulos (também grandes), ou areas de
superficie ou volumes de esferas (grandes).




A Métrica do Espaco Curvo

Lembrete: A métrica do espaco plano (euclidiano):

Em coordenadas cartesianas:
3D: (df)? = (dx)? + (dy)? + (dz)?
2D: (df)? = (dx)? + (dy)?

Em coordenadas esféricas/polares:

3D: (df)? = (dr)? + (r-dB)? + (r-sen 6 - dg)?
= (dr)?2 + r>-(d6? + sen? 6 - dp?)

2D: (dO)2 = (dr?z+ (r-dp)2  oudQ

ou seja.
(df)? = (dr)? + (r-d"angular")?
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A Métrica do Espaco Curvo

E se 0 nosso espaco 2D for, na verdade,
uma esfera no espaco 3D com raio R, ou
seja, tiver geometria eliptica ou fechada.

Def. curvatura da esfera K := 1/R?

Sera que um ser 2D vivendo neste espaco
e sem acesso a terceira dimensao consegue descobrir,
gue o mundo dele é curvo e determinar a curvatura?

Sim! Medindo a circunferéncia de um circulo com raio D.

Def. circulo: O conjunto de pontos com a mesma
distancia*, chamada raio, até um dado ponto, chamado

centro do circulo.
*Distancia entre dois pontos hum espaco curvo: [ds ao longo da geodésica
gue passa pelos dois pontos, aqui ao longo de um circulo maximo.



A Métrica do Espaco Curvo

N0sso ser espera medir a circunferéncia:
Cesp = 21D

Porem, ele mede:

Cmed = 2TTR sen 8 = 2R sen (D/R)

Para determinar a curvatura realmente localmente, ele
subtrai estes valores um do outro, multiplica por 3/rtD3 e
encolhe o circulo até raio zero:

3/mD3 + (Cesp - Crmed) = 3:(271D - 2R sen (D/R))/mD3 =
=6/D® - {D - R-[D/R - Y3 - (D/R)3 + Y5 - (D/R)5 - ...]}
= 1/R? - 1/20 . D%2/R4 + ...

=> |Im 3/ITD3 - (Cesp - Cmed) = VR?2 =K




A Métrica do Espaco Curvo

P

Como esta curvatura afeta a métrica dé?

Determinando df no sistema de coorde- D
nadas polares (D, @) centrado em O: &\

(d6)? = (dD)? + (r-dg)? = (R-dB)? + (r-d@)?

r d¢\

Masr=Rsen6 => dr=R cos 6 db .
=> R-d6 = dr/cos 0 = RAr/NR2?-r2 = dr/N'1-r2/R2 = dr/N'1-Kr?

=> (dE)? = (drNTKPY + (r-dp)? = (drWVTKPY + (r-d"angular)?

A parte radial da métrica é multiplicada por 1/V/1-Kr?,
onde K é a curvatura do espaco (2D).



A Métrica do Espaco Curvo

Em um mundo 2D com geometria hiperbadlica,
também chamada aberta, circulos tém
circunferéncias maiores que 271D,

e a curvatura é negativa.

Num mundo plano (euclidiano), a curvatura
é nula (o raio de curvatura é infinito), e a métrica tem a
forma (df)? = (dr)? + (r-dg)?, como esperado.



A Métrica do Espaco Curvo

Voltando a métrica do espaco curvo, vemos que, no
caso de uma espaco 2D, a métrica é

(d0)2 = (driV1-Kr3)2 + (r-de)? = (dr/V1-Kr?)2 + (r-d"angular")?,

onde K é a curvatura do espaco:

K = 0 para um espaco com geometria plana,
K > 0 para geometria eliptica e

K < 0 para geometria hiperbadlica.

Analégicamente, a métrica de um espaco tridimensional
curvo (ou plano para K=0) é
(df)?2 = (dr/N1-Kr2)2 + (r-d"angular")?

= (driV1-Kr2)2 + (r-d6)2 + (r-sen 0 - d)2.



A Métrica do Espaco-Tempo Curvo

Extendendo para o espaco-tempo, e levando em conta
gue, num Universo homogéneo e isotropico (principio
cosmologico), o tempo corre a mesma taxa em todas as
posicoes, Isto €, a metrica nao contém termos mistos
como ax-dt, dy-dt, dz-dt, resp. dr-dt, d6-dt ou dg-dt.

Se o0 Universo for estatico (as suas propriedades,
guantificadas por df, nao dependem do tempo f)
obtemos:

(ds)? = (cdt)? - (db)?
= (cdt)? - (dr/iN1-Kr?)2 - (r-d6)2 - (r-sen 6 - dp)2.



A Métrica do Espaco-Tempo Curvo

Porém, sabemos que o0 nosso Universo nao é estatico:

de = de(t) e
K = K(b).

Pelas homogeneidade e isotropia podemos escrever
di(t) como:

de2(t) = (dr(ONT-KOID2)2 + (r(t)-d8)? + (r(t)-sen 8 - d)?




A Métrica do Espaco-Tempo Curvo

Definindo ainda (igual como na cosmologia Newtoniana):

r(t) =: R(t)m, onde
w = r(to) "= ro" € chamado coordenada comovente
(a distancia atual até a galaxia de interesse), e
R(t) = R(z) = 1/(1+2), fator de escala
=> dr(t) = dR(t)mw + R(t)dw
Em di(t), que € a parte espacial de ds(t) (t = const.), dR(t) =0
=> dr(t) = R(t)dw



A Métrica do Espaco-Tempo Curvo

O raio da curvatura do espaco aumenta com o fator de
escala.

=> A curvatura diminui (em modulo) com o quadrado do
fator de escala:

K(t) = k/R?(t), onde k = K(ty) é a curvatura hoje
(poderiamos ter chamado de Ko):

k = 0: Universo plano

k > 0: Universo fechado

k < 0: Universo aberto



Cosmologia Relativistica

Um Universo sO de Matéria
K(t) = k/R?(t) => A curvatura diminuli com o tempo.

Parece contraditorio, ja que na aula Cosmologia
Newtoniana tinhamos

") evolui para longe de 1, quer dizer:

o Universo se “curva” com o tempo"

O (mddulo do) raio da curvatura aumenta, sim, mas a
escala do Universo aumenta junto, e a curvatura no
sentido de "parametro de densidade da curvatura"

1 - Q = -kc?/ (dR/dt)? = -kc?/ R?2H?

aumenta, isto €, a densidade se afasta cada vez mais da
densidade critica (do estado curvatura zero).



A Métrica do Espaco-Tempo Curvo

Substituindo di(t) (isto €, r(t) e dr(t)) e K(t) na métrica:
(ds)? = (cdt)? - (ab(t))>
= (cdt)? - [(dr(ON1-K(D)r(t)2)2 +(r(t)-d6)2 +(r(f)-sen 6 - dp)?]
= (cdt)? - [(R(dm/N1-k/R?(t)-(R(t)m)?)? +
(R(t)w-dO)? + (R(t)mw-sen 6 - dp)?]
= (cdt)? - R2(t)-[(dw/V1-kw?)? + (w-dB)? + (w-sen 8 - de)?].
"dlo?"

Esta meétrica, que descreve, entao, o intervalo no espaco-
tempo entre dois eventos num Universo homogéneo e
Isotropico em grande escala, é chamada métrica de
Robertson-Walker.



A Métrica de Robertson-Walker

Howard Percy Robertson Arthur Geoffrey Walker

(ds)? = (cdt)? - R%(t)-[(dw/V1-kwo? )2 + (wo-d6)? + (w-sen O - dp)?]
A forma tensorial desta métrica em coordenadas (t, @, 6, @) €
gw = diag{c?, -R?(t)/(1-kw?), -R?(t)-w?, -R?(t)-w?-sen? 6}



A Equacao de Friedmann Relativistica

Para saber, como a densidade de massa/energia (e mais
algo?) em combinacao com a taxa de expansao do
Universo afetam a evolucao dinamica do Universo,
temos que substituir esta métrica na Equacao de

Einstein: 1
R”y S QRgﬁy — 8?TGTJ_LH’
onde T, € o tensor de energia-momento, R, 0 tensor de

curvatura de Riccl, e R, 0 escalar de curvatura de Riccl.

Aplicando conceitos de geometria diferencial (=> Calculo
Vetorial e Tensorial) chegamos na Equacao de campo de
Einstein, ou Equacao de Friedmann relativistica.

Isto € feito em detalhes na disciplina Relatividade Geral.



A Equacao de Friedmann Relativistica

Obtemos:

1 dR\* 8 | dR\?> 8

B TSR ‘s R2=_ 2 T " i R2=_k2
l:(R dz‘) 3JTGp:| kc OU{(R dr) 3er(p + Prel ) c

(tem numerosas maneiras de escrevé-la), onde
Pm = densidade de materia (baridnica(comum) + Escura),
basicamente 0 pma: (OU P) da aula sobre
comologia Newtoniana
Prel = Ure/C? = densidade em componentes
relativisticas (fotons e neutrinos),
0 Prad da aula cosmologia Newtoniana
p = Pm + pre = densidade total. /)
4

AnekcaHape PpuamaH




A Equacao de Friedmann Relativistica

Obtemos:

1 dR\* 8 | dR\?> 8

Rl sint Lo R2=_ 2 T — " G R2=_k2
l:(R dt) 3JIGp:| ke OUI:(R dr) 3:1'6(;0 + Pl ) c

E exatamente a mesma que a da cosmologia
Newtoniana!!!

SO que agora 0 k tem um significado,
a curvatura atual do espaco.

Num Universo s6 de matéria e
componentes relativisticas (veremos
gue isto € uma boa aproximacao para <
as primeiras fases), podemos =
manter as solucdes daquela aula, N4

SO precisamaos reinterpretar o k. Aslekcanagy ®pyavaH




A Constante Cosmologica

Porém:

A deducao da Equacao de Friedmann
permite introduzir mais um termo,
contendo uma constante chamada
constante cosmoldgica A, gue pode ser
asociada a um componente adicional
(além de matéria e componentes
relativisticas) de densidade constante,
gue chamaremos, por enquanto, de
Energia Escura.

A densidade desta componente seria:

pr = A\c%/8nG = constante!



A Constante Cosmologica

Quais as propriedades desta tal de Energia Escura?

A energia potencial de uma esfera de raio r e massa m,
Un = -¥6-Amc?r? diminui quando r aumenta
(se a densidade dela for positiva)

Isto gera uma forca repulsiva que aumenta com r:
Fr=-VUx = %-Amcar => [ prop. r
=> Expansao acelerada



A Constante Cosmologica

Inicialmente, Einstein, acreditando num
Universo estacionario, tinha introduzido
a constante cosmologico para
contrabalancear as componentes
atrativas (matéria e particulas
relativisticas).

Quando Hubble descobriu a expansao
do Universo, a constante nao era mais
necessaria e Einstein a retirou,
chamando a o "maior erro da vida" dele.




A Equacao de Friedmann Relativistica

Agora temos:

1dR\> 8 1 L], 1 dR\* 8 -
l:(R a’t) 3.7er 3AC:IR ke ou - 3zr (Pm + Prel + PA) c

com

pm = densidade de matéria (barionica(comum) + Escura),

Prel = Ure/C? = densidade em componentes relativisticas
(fétons e neutrinos) e

pr = A\c%/8rtG = densidade da Energia Escura.



Cosmologia Relativistica

E se queremos usar o parametro de Hubble H(t) em
lugar de dR/dt nas formulas?

Ja sabemos, que este parametro varia com o tempo.
A "constante" de Hubble, Hy € apenas o valor atual.

Como v(t) = dr(t)/dt = dR(t)/dt - @,
a Lel de Hubble dependente do tempo é:

v(t) = H(Or(t) = HORB)w.

=> H(t) = 1/r(t) - v(t) = VwoR(t) - dR(t)/dt-@w
= 1/R(t) - dR(t)/dt (igual como no caso newtoniano).



Cosmologia Relativistica

Na cosmologia relativistica também podemos definir a densidade
critica como pc(t) = 3H3(t)/8mtG, hoje: pco = 3H¥8MG,

e 0 parametro de densidade do componente X:

Qx(t) = px(H)/pc(t) = 8rTGpx(t)/3HA(1)

hoje: Qx.o = Pxo/Pco = 8IMTGPx./3Ho?

(exemplo Qn = pa/pc = Nc?/3H?, Qro = PPco = NC/3Ho?)

O parametro da densidade total & Q(t)=Qm(t)+Qrei(t)+ QA (1)
hOje: Qo = Qm,o + Qrel,o + Q/\,O

usando H(t) = 1/R(t)-dR(t)/dt, a equacao de Friedman se
torna H2(t)[1-(Qm+QetQa)]R2(t) = H3(1)[1-Q]RA(t) = -kc?
hoje: Ho?[1-(QmotQrel0+Qn0)] = Ho? [1-Q0] = -kC?



Cosmologia Relativistica

=> Se a densidade total, pm + Prel + Pn, €

- menor que a densidade critica=>k <0
=> O Universo e aberto/hiperbdlico

- lgual a densidade critica => k=0
=> O Universo e plano/euclidiano

- maior que a densidade critica=> k>0
=> O Universo e fechado/eliptico

geometricamente.

Il Agora, estes termos nao necessariamente
determinam o destino do Universo.



Cosmologia Relativistica

A Equacéao de Einstein também deve ser usada para
achar a versao relativistica da Equacéao de Fluido
(ou 12 el da termodinamica):

d(R3p)/dt = -P/c2? - d(R3)/dlt

gue também é a mesma que no caso Newtoniano,
sO que agora

P=PmTPret T PA €

P:Pm+PreI+P/\,

onde (Equacao de Estado):

Pm = 0 <=> wn = 0 (=> aula Cosmologia Newtoniana),

Prel = PreiC%/3 = Ure/3 <=> Wrel = ¥5 (Idem) e

Pa = -pac? <=> wx = -1 (! negativa para densidade positiva)



Cosmologia Relativistica

Para um Universo que consiste de (ou € dominado por)
apenas um componente, a Equacao de Fluido leva a
(=> aula cosmologia Newtoniana):

R31*Wp = const. = po,

e, para um Universo de qualguer composicao,
para a densidade da matéria (Wm = 0): Pm = Pm/R®
das compontes relativisticas (Wrel = ¥3): Prel = Prel o/ R4

e da Energia Escura (wa = -1): pa = const. = pao



Cosmologia Relativistica

Também igual como na cosmologia Newtoniana,
podemos derivar a partir das equacoes de Friedmann e
de fluido, a Equacéao de Aceleracao da cosmologia
relativistica, a?R/dt? = -4itG/3 - (p + 3P/c?) - R, ou

d’R 4 3(Ppn+ P+ P
ﬁz[__HGl:pm+prel+ph+ ( 621 A):I}R

dt? 3
gue descreve a aceleracao da expansao do Universo.

I Como ja visto na parte Newtoniana, pressao positiva
(Pre) freia a expansao e pressao negativa (Pa) a acelera.
(Pm € nula, e aparece aqui s6 para completeza).



Cosmologia Relativistica

Juntando as constituentes do Universo

A Equacao de Aceleracao

d’R/dt? = -AntG/3 - (p + 3P/c?) - R

exprimida em termos dos parametros de densidade
d’R/dt? = -(dR/dt)? /R - Z; 0.5-(1 + 3wi)Qi

agora tambéem tem um termo a mais (i = m, rel, \),
assim como o parametro de desaceleracao:

q(t) = - R()-[d2R(1)/dE)[d R(t)/df]?
=15 . Zi (1 + SVVI)QI(t) — OSQm(t) + Qrel(t) - Q/\(t)

confirmando que matéria e componentes relativisticos
frelam a expansao e Energia Escura a acelera
(se ela tiver densidade positiva).



Introducéo a Cosmologia
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