(q ] Introducao a Fisica Estelar

Universidade Federal do ABC

8. Modelos Politropicos

Prof. Pieter Westera
pieter.westera@ufabc.edu.br

http://professor.ufabc.edu.br/~pieter.westera/Estelar.html




Modelos Politropicos

No final da ultima aula, vimos que, em geral, modelar
a estrutura de uma estrela € complicado e requer
metodos numeéricos (computacionais) laborosos.

Mas ha uma classe de modelos, chamada modelos
politropicos, que se usam de hipoteses simplificantes,
gue levam a uma determinacao da estrutura da estrela
modelo relativamente simples.

Se baseiam no fato, que as equacoes do equilibrio
hidrostatico e da conservacao de massa (aula
passada) poderiam ser resolvidas simultaneamente,
se existisse uma relacao simples entre pressao e
densidade.



Modelos Politropicos

Hipotese: P = KpY,
onde K > 0 é uma constante, e y > 0, 0 expoente politropico.

As vezes se usa o indice politrépico, n, defindo por:
v = (n+1)/n = 1+1/n <=>n = 1/(y-1) => P = Kp"*+v7n

Il Alguns cientistas usam o nome indice politropico
paray.

Exemplo: Para um gas ideal fazendo mudancas
adiabaticas (=> aula passada), n=1.5e y=5/3.

Obviamente, isto € uma simplificacao. P depende também de outras
grandezas como temperatura e composicao quimica, mas em certas
circunstancias obtemos resultados razoaveis mesmo assim.



Modelos Politropicos

Comecando pela equacao do equilibrio hidrostatico:

dP/dr = -G-M;, p/r?,
=>r3/p - dP/dr = -G-M,
e derivando os dois lados em r:

d/dr (r2/p - dP/dr) = -G-dM, /dr

podemos usar a equacao da conservacao de massa:
dM./dr = 4mtr?p
para chegar em

1/r2 - d/dr (r?/p - dP/dr) = -4ntGp



Equacao de Lane-Emden

Usando agora a nossa hipoétese, P = Kp?,
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ou, em termos do indice politropico,
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Equacao de Lane-Emden

Escrevendo p(r) como a densidade central, p,
multiplicada por uma funcao adimensional [Dx(r)]",

p(r) = pe[Dn(n)]", com Ds(0) = 1,
esta ultima equacao vira

I Ko™\l 1 4 [ ,dD,
(n+1)( = ) 2

47 G r? dr dr

O termo entre colchetes tem dimensao de
comprimento em quadrado.




Equacao de Lane-Emden

Definimos a grandeza adimensional

¢ = I/, - v\ 1172
onde A (n+ 1) Kp,,f.] ! |
=1 (n
4 G
) 1 d _52 dD, | -
chegamos em = —
) e2dE|” ag |T T

chamada Equacao de Lane-Emden, uma equacao
diferencial para achar D, pn(r) = p[Dn(r)]" e
Pr(r) = Kpo™ " = K(pe[Do(r)]") " = K-pe™ [Da(r)]



Modelos Politropicos

Ainda temos gue impor condicoes de contorno.

Chamando de ¢: o primeiro ponto zero de D .

Jaque,emé=¢,, I1sto e, emr= A1, p e P sao zero,
ISto deve ser a superficie da estrela, Aé1 = R.



Modelos Politropicos

Por outro lado, podemos fazer afirmacoes sobre o
centro da estrela, r = ¢ = 0, usando gue a massa
contida numa esfera com raio infinitesimalmente
pequeno o, M, = 411/3 - pd3, onde p € a densidade
media nesta esferinha (e p -> p parar -> 0):

Pela equacao do equilibrio hidrostatico:

dP/dr = -GM,p/r2 = -41t/3 - Gp25 ->0 parar->0
=> dp/dr = d/dr [(P/K)"™V] =0e dD,/dé=0em é=0

Além disso, sabemos que D,(0) = 1, ja que
p(0) = p[D-(0)]" deve ser a densidade central poc.



Modelos Politropicos

Também conseguimos calcular a massa da estrela:
M — 47T_IOR I’Z,O df — 47TJ.ORAn2 EZ pc Dnn d(AnE)

— 47-Mn3pcjofl 52 D" dE
" l d[,,dD,] .,
Usando a equacao de Lane-Emden, iy [ T ] = —D"
para substituir o & D,"dé dentro da integral,
dD
2

obtemos M = —4nk3p,;.$1

d5 £,



Modelos Politropicos

Ha apenas trés casos com |
solucOes analiticas:

Do(&) = 1-&2/6, com &, = V6

0.6

Di() = (sen &/&, & =m =
Ds(&) = (1+&2/3)72, & -> w

Este ultimo descreve uma
estrela com raio infinito, oo}t At o
mas massa finita. ¢

0.8

0.2

Para n > 5, a massa diverge.
=>n=5¢é o limite fisico dos modelos.



Modelos Politropicos

Um caso gue ja tratamos &
0 gas ideal, monoatomico,
sob condicoes adiabaticas.

Para este,n=1.5, y =5/3

Um politropo destes é um
bom modelo para nucleos
estelares convectivos
(como aqueles de Gigantes
Vermelhas), Anas Marrons,
planetas gasosos gigantes

voees 0.3,
£

----.'-'r'.-1‘J

M, |
coee B, |

~10M, L

............. -

01 02

0.3 0.4 0a 0o 07

(como Jupiter), ou até para planetas rochosos.
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Modelos Politropicos

Outro caso importante € a “Estrela de Eddington”,
Estrela em equilibrio radiativo, suportado por um
gas ideal + pressao de radiacao.

Sendo P a pressao numa dada posicao na estrela, e
chamando de 8 a contribuicao do gas nesta pressao:

Py = BP = pkeT/umy  => T = BPumu/pks

A contribuicao da radiacéao é, entao, (1 - B)P:
P.=(1-B)P=YsaT*

Assim obtemos pra pressao:

P =Y-aT*/(1 - B) = %-a/(1 - B) - (BPumw/pks)* = Kp*?

- 1/3 4/3
onde K = [3(1 ‘B)] ( K )
a Bumpy




Modelos Politropicos

Polytrope with index n=3

P = Kp*? \
Uma Estrela de Eddington é, R ;
entdo, um politropo com s |
y=4/3en=3, e E
bom para modelar estrelas AN
da Sequéncia Principal Y —
(C,OmO 0 Sol), Perfil de densidade de um
nucleos degenerados modelo politrépico com n = 3
relativisticos como aqueles
de Anés Brancas. s | " massa

"’%tﬂ / conitida

= | :(_/
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Modelos Politropicos

Os doiscasos,n=1.5en =3,
servem como casos limites para
Anas Brancas

(=> aula na segunda parte),

e Estrelas de Néutrons

(tb. segunda parte) sao bem
modelos por politropos com

indicesentren=05en=1.

=p/pe
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