
Unidades e Constantes

Unidade de Massa Atômica (Dalton): 1 u = 1.660538921 · 10−27 kg
Elétron-volt: 1 eV = 1.602177 · 10−19 J
Unidade Astronômica: 1 AU = 1.49598 · 1011 m
Ano-luz: 1 ly = 9.46073 · 1015 m
Parsec: 1 pc = 2.062648 · 105 AU = 3.26156 ly = 3.0856776 · 1016 m
Massa Solar: M⊙ = 1.989 · 1030 kg
Raio Solar: R⊙ = 6.960 · 108 m
Luminosidade Solar: L⊙ = 3.827 · 1026 W
π = 3.14159
e = 2.71828
Constante gravitacional: G = 6.674 · 10−11 m3

kg·s2

Permissividade do vácuo: ǫ0 = 8.85419 · 10−12 F
m

Permeabilidade do vácuo: µ0 = 1.2566 · 10−6 N
A2

Velocidade da luz no vácuo: c =
√

1
ε0µ0

= 2.9979 · 108 m
s

Massa do elétron: me = 9.10939 · 10−31 kg = 0.0005486 u = 511.0 keV
c2

Massa do próton: mp = 1.6726 · 10−27 kg = 1.007276 u = 938.27 MeV
c2

Massa do néutron: mn = 1.6749 · 10−27 kg = 1.0087 u = 939.57 MeV
c2

Carga elementar: e = 1.602177 · 10−19 C
Constante de Planck: h = 6.626076 · 10−34 Js
Constante de Planck reduzida: h̄ = h

2π
= 1.05457 · 10−34 Js

Constante de Avogadro: NA = 6.022141 · 1023 mol−1

Constante de Boltzmann: kB = 1.38065 · 10−23 J
K

Constante Universal dos Gases Perfeitos: R = NAkB = 8.314462 J
mol·K

Constante de Stefan-Boltzmann: σ = 5.6704 · 10−8 W
m2K4

Constante de Radiação: a = 4σ
c
= 7.565767 · 10−16 Jm−3K−4

Energia de Bohr: E0 =
mee4

32π2ε20h̄
2 = 2.18 · 10−18 J = 13.6 eV

Mecânica Celeste

Lei da gravitação: F = G · Mm
r2

, vetorial: ~F = G · Mm
r2

r̂ = G · Mm
r3

~r

Energia potencial gravitacional: U = −G · Mm
r

Energia potencial gravitacional de uma esfera com densidade constante: U = −3
5
·GM2/R

Energia cinética: K = Σi
miv

2
i

2

Teorema do Virial: −2〈K〉 = 〈U〉, ou 〈E〉 = 〈K〉+ 〈U〉 = 1
2
〈U〉



Distâncias e Luz

Fluxo de uma estrela com luminosidade L na distância d: F = L
4πd2

Magnitude aparente: m = −2.5 log10
F
F0

= −2.5 log10 F + C = −2.5 log10
L

4πd2
+ C

Magnitude absoluta: M = −2.5 log10
L

4π(10 pc)2
+ C

Módulo de distância: m−M = 5 log10
d

10 pc

Fluxo bolométrico: Fbol =
∫

∞

0 Fλ dλ
Fluxo na banda X (função de sensitividade SX): FX =

∫

∞

0 SX · Fλ dλ
Correção bolométrica: BCV = mbol − V = mbol −mV = Mbol −MV

Cores: B − V := mB −mV = −2.5 log10
FB

FV
+ CB−V = −2.5 log10

∫

SB ·Fλdλ
∫

SV ·Fλdλ
+ CB−V ,

onde CB−V = CB − CV

Extinção interestelar: mλ = Mλ + 5 log10 d[pc]− 5 + Aλ, onde Aλ = −2.5 log10
Fλ

Fλ,0

Relação com a profundidade ótica: Aλ = −2.5 τλ log10 e = 1.086 τλ
Relações de de Broglie: E = h · ν = h·c

λ
, p = E

c
= h·ν

c
= h

λ

Espectros Estelares

Lei de Stefan-Boltzmann: P = L
A
= σ · T 4

Lei de deslocamento de Wien: λmaxT = 2, 898 · 10−3 mK
Lei de Planck: Bλ = 2hc2λ−5

Ehc/λkBT
−1

Distribuição de Maxwell-Boltzmann: nvdv = n
(

m
2πkBT

)3/2
e−mv2/2kBT · 4πv2dv

Velocidade mais provável: vmp =
√

2kBT
m

Velocidade média quadrática: vrms =
√

3kBT
m

Nı́veis de energia do átomo de hidrogênio: En = −Z2

n2 · E0

Regras de seleção do átomo de H: ∆l = ±1; ∆ml = 0 ou ±1
Equação de Boltzmann: Nb

Na
= ( gb

ga
)e−(Eb−Ea)/kBT

Função de partição: Z = Σ∞

j=1gje
−(Ej−E1)/kBT

Equação de Saha: Ni+1

Ni
= 2Zi+1

neZi

(

2πmekBT
h2

)3/2
e−χi/kBT

em termos da pressão eletrônica: Ni+1

Ni
= 2kBTZi+1

PeZi

(

2πmekBT
h2

)3/2
e−χi/kBT

Atmosferas Estelares: O Campo de Radiação

Intensidade espećıfica: Iλ ≡ ∂I
∂λ

≡ Eλdλ
dλ dt dA cos θ dΩ

, onde dΩ = sen θ dθ dφ

Intensidade média: 〈Iλ〉 ≡ 1
4π

∫

Iλ dΩ = 1
4π

∫ 2π
φ=0

∫ π
θ=0 Iλ sen θ dθ dφ

Densidade de energia espećıfica: uλdλ = 1
c

∫

Iλ dλ dΩ = 4π
c
〈Iλ〉 dλ

para radiação de corpo negro: uλdλ = 4π
c
Bλ dλ = 8πhc/λ5

Ehc/λkBT
−1

dλ

em termos de ν: uν dν = 4π
c
Bν dν = 8πhν3/c3

Ehν/kBT
−1

dν

Densidade de energia total: u =
∫

∞

0 uλdλ =
∫

∞

0 uνdν

Corpo negro: u = 4π
c

∫

∞

0 Bλ(T ) dλ = 4σT 4

c
= aT 4

Fluxo radiativo espećıfico: Fλdλ =
∫

Iλdλ cos θ dΩ =
∫ 2π
φ=0

∫ π
θ=0 Iλdλ cos θ sen θ dθ dφ

Pressão de radiação Espećıfica (campo isotrópico): Prad,λdλ = 4π
3c
Iλdλ = 1

3
uλdλ

Pressão radiativa total: Prad =
∫

∞

0 Prad,λdλ =
∫

∞

0
1
3
uλdλ = 1

3
u = 4π

3c
〈I〉



Atmosferas Estelares: Opacidade

Percurso livre médio: ℓ = 1
nσ

Perda de intensidade Iλ percorrendo ds: dIλ = −κλρ Iλ ds, onde κλ é a opacidade

Intensidade após percorrer a distância s: Iλ = Iλ,0 e
−

∫ s

0
κλρ ds

opacidade e densidade constantes: Iλ = Iλ,0 e
−κλρ s

Relação percurso livre médio-opacidade: ℓ = 1
κλρ

Profundidade ótica: dτλ = −κλρ ds
Profundidade ótica na profundidade geométrica s: τλ =

∫ s
0 κλρ ds

ou τλ =
∫ s
0 nd(s

′)σλds
′ = σλNd, Nd = densidade de coluna

Intensidade após percorrer material com profundidade ótica τλ: Iλ = Iλ,0 e
−τλ

para um percurso fazendo um ângulo θ com a vertical: Iλ = Iλ,0 e
−τλ/cosθ

Seção transversal para foto-ionização (“bound-free”) a partir do n-ésimo orbital χn:

σbf = 1.31 · 10−19 · 1
n5

(

λ
500 nm

)3
m2

para espalhamento por e− (Thomson, Compton): σT = 1
6πε20

(

e2

mec2

)2
= 6.65 · 10−29 m2

para espalhamento por e− (Rayleigh): σ ∝ λ−4

Opacidade total: κλ = κλ,bb + κλ,bf + κλ,ff + κes + κH−

Opacidade média de Rosseland: 1
κ̄
≡

∫

∞

0
1
κν

∂Bν (T )
∂T

dν
∫

∞

0

∂Bν (T )
∂T

dν

Abundância de hidrogênio X ≡ mH

mtot

Abundância de hélio Y ≡ mHe

mtot

Abundância dos elementos com Z > 2 (metalicidade) Z ≡ mZ>2

mtot

vale X + Y + Z = 1
Aproximações para opacidades médias:
κ̄bf = 4.34 · 1021 gbf

t
Z(1 +X) ρ

T 3.5 m
2kg−1, κ̄ff = 3.68 · 1018gff(1− Z)(1 +X) ρ

T 3.5 m
2kg−1,

onde gbf , gff ≈ 1 = fatores de Gaunt, 1 < t < 100 fator de guillotine
κ̄es = 0.02(1 +X)m2kg−1

κ̄H− ≈ 7.9 · 10−34(Z/0.02)ρ1/2T 9 m2kg−1 (3000 K ¡ T ¡ 7000 K)
κ̄ = κbb + κbf + κff + κes + κH−

Transporte Radiativo

Passeio aleatório (N espalhamentos): d =
√
N · ℓ, N = (d/ℓ)2 = τ 2λ

Ganho de intensidade Iλ percorrendo ds: dIλ = jλρds, onde jλ é o coeficiente de emissão
Quando há absorção e emissão: dIλ = −κλρIλds+ jλρds
Função de fonte: Sλ ≡ jλ

κλ

Equação de transporte (radiativo): − 1
κλρ

dIλ
ds

= Iλ − jλ
κλ

= Iλ − Sλ

Em termos da profundidade ótica: dIλ
dτλ

= Iλ − Sλ

Opacidade, densidade e função de fonte constantes: Iλ(s) = Iλ,0 e
−κλρs + Sλ(1− e−κλρs)

Equiĺıbrio termodinâmico: Iλ = Bλ = Sλ



Atmosfera Plana e Paralela

Profundidade ótica vertical: τλ,v(z) =
∫ 0
z κλρ dz

Profundidade ótica no ângulo θ com a vertical: τλ =
τλ,v
cosθ

⇒ Equação de transporte: cos θ dIλ
dτλ,v

= Iλ − Sλ

“Atmosfera cinza”: I =
∫

∞

0 Iλ dλ, S =
∫

∞

0 Sλ dλ
⇒ Equação de dransporte: cosθ dI

dτv
= I − S

⇒ dFrad

dτv
= 4π(〈I〉 − S),

dPrad

dτv
= 1

c
Frad e dPrad

dz
= − κ̄ρ

c
Frad

⇒ Prad = 1
c
Fradτv + C

Temperatura em função da profundidade ótica: T 4 = 3
4
T 4
e

(

τv +
2
3

)

Perfis de Linhas Espectrais

Largura equivalente de uma linha espectral centrada em λ0 e ńıvel do cont́ınuo FC:
W =

∫ FC−Fλ

FC
dλ

Largura a meia altura (∆λ)1/2: Distância entre os dois pontos, onde FC−Fλ

FC−Fλ0
= 1/2

Alargamento natural (∆t0 = “tempo de espera” média da transição): (∆λ)1/2 =
λ2

πc
1

∆t0

Alargamento Doppler (temperatura T e turbulências com vturb): (∆λ)1/2 =
2λ
c

√

(

2kBT
m

+ v2turb
)

ln2

Alargamento por pressão e colisões (∆t0 ≈ ℓ
v
= 1

nσ
√

2kBT/m
): ∆λ = λ2

c
1

π∆t0
≈ λ2

c
nσ
π

√

2kBT
m

O Interior de Estrelas: Equações Fundamentais

Massa interna: Mr =
∫ r
0 dM =

∫ r
0 ρ dV =

∫ r
0 ρ 4πr2 dr

Equação do movimento radial: ρ d2r
dt2

= −GMrρ
r2

− dP
dr

Equiĺıbrio hidrostático: dP
dr

= −G · Mrρ
r2

= −ρg, onde ρ ≡ GMr/r
2

Equação da conservação da massa: dMr

dr
= 4πr2ρ

Equação dos gases ideais: pV = NkBT
em termos da pressão Pg e da massa molecular média, µ ≡ m̄

mH
: Pg =

ρ kBT
µmH

Para um gás neutro: µn = ΣjNjAj

ΣjNj

approximação: 1
µn

≃ X + 1
4
Y + 〈 1

A
〉nZ, onde 〈 1

A
〉n ∼ 1

15.5

para composição “solar”: µn = 1.30
Para um gás ionizado: µi ≃ ΣjNjAj

ΣjNj(2+zj)

approximação: 1
µi

≃ 2X + 3
4
Y + 〈1+z

A
〉iZ, onde 〈1+z

A
〉i ≃ 1

2

para composição “solar”: µi = 0.62
Pressão total: Ptot = Pg + Prad = ρ kBT

µmH
+ 1

3
aT 4



O Interior de Estrelas: Transporte de Energia

Densidade de produção de energia ε: dL = εdm, onde ε = εnuclear + εgravidade
Equação do gradiente de luminosidade: dL

dr
= 4πr2ρε

Luminosidade gerada dentro de uma esfera de raio r: Lr =
∫ r
0 dL =

∫ r
0 4πr2ρε dr

Fluxo radiativo no raio r: Frad = Lr

4πr2

Gradiente de temperatura para transporte radiativo: dT
dr

= − 3
4ac

· κ̄ρ
T 3 · Lr

4πr2

Altura de escala de pressão HP :
1

HP
= − 1

P
dP
dr

Se HP = const.: P = P0 e
−r/HP , HP = P

ρg

Primeira lei da termodinâmica: dU = dQ− dW , onde U = K̄
m̄

Para um gás ideal: K̄ = 3kBT
2

⇒ U = 3
2

(

kB
µmH

)

T = 3
2
nRT

Calores espećıficos: CP ≡ ∂Q
∂T

∣

∣

∣

P
, CV ≡ ∂Q

∂T

∣

∣

∣

V
, γ ≡ CP

CV

Para um gás monoatômico: CV = 3
2
nR, CP = CV + nR = 5

2
nR, γ = 5

3

Lei de gases adiabáticos (dQ = 0): PV γ = K, P = K ′T γ/(γ−1), K, K ′ = const.

Velocidade do som adiabática: vs =
√

γP/ρ

Gradiente de T para transporte convectivo: dT
dr

∣

∣

∣

ad
= −

(

1− 1
γ

)

· µmH

kB
· GMr

r2
= − g

CP

Condição para convecção:
∣

∣

∣

dT
dr

∣

∣

∣

act
>

∣

∣

∣

dT
dr

∣

∣

∣

ad
ou T

P
dP
dT

< γ
γ−1

ou d lnP
d lnT

< γ
γ−1

O Interior de Estrelas: Fusão Nuclear

Equivalência massa-energia: E = mc2

Massa reduzida: µm = m1m2

m1+m2

Temperatura necessária para dois núclei poderem se aproximar até r: T = Z1Z2e2

6πε0kBr

e até um comprimento de onda de de Broglie: T =
Z2
1Z

2
2e

4µm

26π2ε20h
2kB

Seção de choque para fusão nuclear entre 2 part́ıculas (energia relativa E):

σ(E) = S(E)
E

e−bE−1/2
, onde b ≡ πµ

1/2
m Z1Z2e2

21/2ε0h
Potencial efetivo entre dois núcleos no interior da estrela:

Ueff = 1
4πε0

Z1Z2e2

r
+ Us(r), onde Us(r) é devido à blindagem de elétrons

Taxa de reações como potências: rix ≃ r0XiXxρ
α′

T β, α′ = 2

Densidade de potência como potências: εix =
(

ε0
ρ

)

rix = ε′0XiXxρ
αT β, α = α′ − 1

Fusão hidrogênio → hélio: 4p+ → 4
2He + 2e+ + 2νe + 2γ

Cadeia p-p: a partir de ∼ 107 K, εp−p ∝ T 4

Ciclo CNO: a partir de ∼ 1.5 · 107 K, εCNO ∝ T 19.9

Processo triplo-α: 4
2He +

4
2 He ⇀↽

8
4Be,

8
4Be +

4
2 He →12

6 C + γ,
a partir de ∼ 108 K, εtriplo−α ∝ T 41

Fusão de carbono: 12
6 C +4

2 He →16
8 O+ γ, a partir de ∼ 6 · 108 K

e de oxigênio: 16
8 O+4

2 He →20
10 Ne + γ, a partir de ∼ 1.5 · 109 K

de neônio: 20
10Ne +

20
10 Ne →24

12 Mg +16
8 O, a partir de ∼ 1.5 · 109 K

e de siĺıcio: 28
14Si +

28
14 Si →56

28 Fe, a partir de ∼ 2.7 · 109 K
Energia de ligação por núcleon: Eb = ∆mc2 = [Zmp + (A− Z)mn −mnucleo]c

2



O Sol

Perda de massa (vento solar): dM
dt

= 4π2ρ v

Densidade de energia de um campo magnético: um = B2

2µ0

Pressão magnética de um campo: Pm = um = B2

2µ0

Formação e Evolução Estelar

Energia cinética interna de uma nuvem: K = 3
2
NkBT , onde N = M

µemH

Condição para colapso (massa M , raio R): 3MkBT
µemH

< 3
5
GM2

R

Massa de Jeans: MJ ≃
(

5kBT
GµmH

)3/2 (
3

4πρ0

)1/2

Raio de Jeans: RJ ≃
√

15kBT
4πGµmHρ0

Massa de Bonnor-Ebert: MBE =
cBEv

4
T

P
1/2
0 G3/2

, vT ≡
√

kBT/µmH, cBE = 1.18 (cJ ≈ 5.46)

Massa limite na presença de um campo magnético: MB = cBπR
2B/G1/2 ≃ 70M⊙

(

B
1 nT

) (

R
1 pc

)2

Tempo de queda livre: tff =
√

3π
32Gρ0

Colapso adiabático: MJ ∝ ρ(3γ−4)/2 (para H2, γ = 5
3
)

Luminosidade, raio, temperatura e tempo de vida na sequência principal:
L ∝ M3.3, R ∝ M0.78, T ∝ M0.435, τ ∝ M−2.3

Massa de Schönberg-Chandrasekhar:
(

Mic

M

)

SC
= 0.37

(

µenv

µic

)2

Raio de Strömgren rS ≈ 3N
4πα

n
−2/3
H

Fotodesintegração: Fe + γ → 13He + 4n, He + γ → 2p+ + 2n
Captura eletrônica: p+ + e− → n+ νe


