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Funcoes de Duas Variaveis

Uma funcao f de duas variaveis € uma regra que associa
a cada par ordenado de numeros reais (X, y) de um
conjunto D < [R2um unico valor real, denotado por f(x, y).
O conjunto D € o dominio de f e sua imagem é o
conjunto de valores possiveis de f, ou seja,

H(x, y) | (x, y) € D}.
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f(x, y)



Funcoes de Duas Variaveis

Exemplos (quadro):

Para cada uma das seguintes funcoes, calcule f(3, 2) e
encontre o dominio:

a) f(x, y) = Vx+y+1/(x-1)

b) f(x,y)=xIn(y>-x)

Determine o dominio e a imagem de g(x, y) = V9-x2-y?



Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Numericamente
(Por uma tabela de valores)

Exemplo: Indice de sensac&o térmica W (em °C) em
funcao da temperatura T (em °C) e da velocidade do
vento, v (em km/h), W(T, V) (compilado pelo Servico Nacional de

Meteorologia dos EUA e pelo Servico MeteorolégiGa|QQ_@amadé).. /i

[ 15 M Py Hi i S0 il i -]

Exemplo:
W(-5, 50) = -15

o



Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Explicitamente

Charles Cobb e Paul Douglas fizeram uma tabela similar
(nao mostrada aqui, vide o livro) para estudar, como a
producao total da economia norte-americana, P,
dependia da quantidade de trabalho, L, e da quantidade
do capital investido, K, nos anos 1899 a 1922.

Para desenvolver um modelo para prever a producao
para outros anos, fizeram um ajuste da forma P = bLK*“
aos dados da tabela e chegaram na funcao de producao
de Cobb-Douglas:

P(L, K) = 1.01L°%7>K%2>

(P, L e K dadas em unidades de % dos valores em 1899)



Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Explicitamente

Ja encontramos varias funcoes que podem ser
representadas explicitamente por formulas do tipo

z =1f(x, y), I. e., 0s planos, cilindros e superficies
qguadricos da aula anterior.

E so6 explicitar o z (ou 0 x ou 0 y) e chama-lo de f(x, y)
(ou f(y, z) ou f(x, 2)). 2

Para planos obtemos funcoes
linearesemx ey, f=ax + by + c.

Exemplo: f(x, y) =3 - 0.75x - 0.6y




Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Explicitamente

Ja encontramos varias funcoes que podem ser
representadas explicitamente por formulas do tipo

z =1f(x, y), I. e., 0s planos, cilindros e superficies
qguadricos da aula anterior.

E s6 explicitar o z (ou 0 x ou 0 ¥) e chama-lo de f(x, y)
(ou f(y, z) ou f(x, 2)).

I Alguns dos cilindros/superficies
guadricos nao sao funcoes, ja que
nao tém valores univocos.

Exemplo: hiperboloide de duas folhas
-x°la® - y?Ib* + z%[c* = 1

=>z = +V1 + x?/a® +y?[b? - ¢

=> Dois valores de z para cada ponto (x, y) do dominio.




Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variavelis: Por Grafico

O gue nos leva a uma terceira representacao: Uma
funcao do tipo z = f(x, y) pode ser representado por um
desenho 3D da superficie composta dos pontos que
satisfazem z = f(x, y), similar ao desenho de uma curva

representando y = f(x).

Exemplos:

f(x, y) = V9 - x2 - y?
parte superior da esfera funcéo de producéo de Cobb-Douglas,
X2+y?+72=9 P(L, K) = 1.01L075K°%



Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Por Grafico

Mais exemplos:

fx, y) = (x*+3y%)e**
visto de dois angulos,
"paraboloide multiplicado
por uma gaussiana 2D”

X- 5
X e y aparecem apenas em quadrado => f € simétrica em relagao aos planos yz e xz,
e tende a zero longe da origem por causa do termo exp(-(x*+y?))

Z Z

f(x,y) =senx+seny f(x, y) = (sen x sen y)/xy J




Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Por Curvas de Nivel

Definicao: As curvas de nivel ou de contorno de uma
funcao f de duas variaveis sao aguelas com equacao
f(x, ¥) = k, onde k € uma constante (na imagem de /).

Um desenho do dominio da funcdo com curvas de nivel
é chamado mapa de contorno.



Maneira de Representar uma Funcao

Bastante usada em
mapas topogréficas.
X e y sdo as coorde-
nadas horizontais,

e a funcao, h(x, y),
a altitude do chao
na posicao (x, y), N\ €
em metros acima ZN) S
do nivel do mar.

Onde as linhas de altitude estao proximas uma a outra,
a inclinacao da paisagem é grande.



Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Por Curvas de Nivel
Exemplo: Curvas isotermicas em 1914 (°F).
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Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Por Curvas de Nivel

Exemplos: Estime o
valor da funcao f(x, y)
representada por
este mapa de

contorno para
X, y) = (1, 2.25).




Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Por Curvas de Nivel

Estime o

valor da funcao f(x, y)
representada por
este mapa de

contorno para
X, y) = (1, 2.25).

f(1, 2.25) = -0.7




Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Por Curvas de Nivel
Esboce as curvas de nivel y

da funcao f(x, y) = 6 -3x -2y
para os valores k=-6, 0, 6, 12
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Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variaveis: Por Curvas de Nivel
Esboce as curvas de nivel y

da funcao f(x, y) = 6 -3x -2y T

para os valores k=-6,0,6,12 |

=> y = -3x/2 + (6-K)/2 IR Wl Wi
T T T N N R

As curvas de nivel de um AR ERWERN

plano sao retas paralelas \2 \ \

e equidistantes AN AN .

(se os valores de k s&o s;k=12 6 0

equidistantes).



Maneira de Representar uma Funcao

de duas Variavelis: Por Curvas de Nivel
Esboce as curvas de nivel -

da funcdo g(x, y) = V9 -x2-y?
para osvaloresc=0,1, 2,3

circulos concéntricos
com raiosVv9 - c?
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para varios va

de duas Variaveis: Por Curvas de Nivel
> K= (P/1.01)"L>

Esboce as curvas de nivel
da funcao de producao

Maneira de Representar uma Func¢
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Funcoes com 3 Variaveis

Uma funcao com trés variaveis, f, € uma regra que
associa a cada tripla ordenada de numeros reais (X, y, 2)
em um dominio D < R3um uUnico numero real, denotado

por f(x, y, 2).



Funcoes com 3 Variaveis

Exemplo: Determine o dominio de

fx,y,z)=In(z-y) +Xxysenz



Funcoes com 3 Variaveis

Exemplo: Determine o dominio de

fx,y,z)=In(z-y) +Xxysenz

Resolucao:

Os fatores xy e sen z nao causam restricoes para o
dominio (eles tém valores validos para todos o0s
possiveis valores de x, y e 2)

O fator In (z - y) limita o dominio a regiao
Z-y>0=>2z>y,

gue é 0 semiespaco acima do plano z = y.



Funcoes com 3 Variaveis

Como representar uma funcao de 3 variaveis?

Uma tabela seria uma possibilidade, I.e. as primeiras
trés colunas contendo valores de x, y e z.

Um grafico e dificil (seria uma R i
“superficie” 3D no espaco 4D) _ oyt

As vezes funciona com superficies f
de nivel, o analogo as curvas de A -SEE
nivel com uma dimensé&o a mais. |

Exemplo: As superficies de nivel
da funcao f(x, y, z) = x> + y? + 72



Funcoes com n Variaveis

Uma funcao com n variaveis € uma regra gue associa
um numero real z = f(x_, X, ..., x ) a n-upla (x, x,, ..., X )

de numeros reais.
Denotamos por R" o conjunto de todas as n-uplas.

As vezes, usamos a notacio vetorial para tratar destas.

Exemplo: Afungao f(x,, X,, ..., X ) =Cc X, +CX,+ ...+ CX_
(c,, c,, ..., c_sendo constantes) pode ser escrita como
f(x) = c-X,
onde x = (x, X,, ..., X ),¢c=(c, C, ..., C),

- = produto escalar em V .

Isto também pode-se fazer para funces de 2 ou 3
variaveis.
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