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Conjuntos Abertos e Fechados

Igual como em FUV foi util definir os conceitos de
Intervalo aberto e fechado (algumas propriedades e
teoremas valiam para os abertos, mas nao para 0s
fechados, e vice-versa), temos que fazer a mesma coisa
aqui, para conjuntos no espaco 2 (ou n)- dimensional.

Intervalo aberto (a, b) (ou ]a, b[)
(nao contém a ou b)

a b

Intervalo fechado [a, D]
(contém a e b)



Conjuntos Abertos e Fechados

Def. Uma bola aberta de centro (a, b) e raio r,
D (a, b), em R? é definida por:

D(a, b) = {x € R*| |(x, y)-(a, b)| = V(x-a)* + (y-b)* < 1}

Neste caso (2D), a bola também e
chamada disco aberto.

Se trata do interior do disco
(sem a borda).



Conjuntos Abertos e Fechados

Def. conjunto aberto:

D c R? é dito aberto em R* se
para todo ponto (a, b) € D,
existe uma bola aberta D (a, b),

tal que D (a, b) < D.

Exemplos:
-A=(a, b) x (c, d) (ou]a, b[ x ]c, dI)
é aberto em R*

-{(x, y) € R*| x> 0} é aberto
(mas {(x, y) € R*| x = 0}, ndo)
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Conjuntos Abertos e Fechados

Mais exemplos:

- O conjunto consistindo de um ponto, {(a, b)}, nao é
aberto em R?, pois toda bola ou disco aberto de centro
(a, b) nao esta contido em {(a, b)}.

- Uma reta ndo é aberta em R?,
pois qualquer disco aberto
centrado num ponto da reta
nao esta contido nela.

Para conjuntos abertos contendo um ponto (a, b) demos
0 home vizinhanca do ponto (a, b).



Conjuntos Abertos e Fechados

Def. Um ponto de fronteira de um
conjunto D em R* é um ponto (a, b)
tal que qualquer bola aberta com
centro em (a, b) contéem pontos de D
e pontos nao pertencentes a D.
Denotamos o0 conjunto dos pontos
da fronteira do conjunto D por oD.

Isto leva a outra maneira de definir conjunto aberto:
Um conjunto aberto D de R* contém nenhum dos seus
pontos de fronteira,

ja que para estes nao existe nenhuma bola aberta

D (a, b), tal que D (a, b) < D.



Conjuntos Abertos e Fechados

Um conjunto fechado de R* contém todos os seus
pontos de fronteira, oD < D.

Exemplos:
- A bola fechada de centro (a, b) e raio r,

{x € R*| |(x, y)-(a, b)| = V(x-a)’ + (y-b)* < r}

- O retangulo [a, b] % [c, d]

- O espaco inteiro, R?*, € ao mesmo tempo aberto e
fechado.

F

aberto ST T
Resumo: S




Conjuntos Abertos e Fechados

Um conjunto limitado em R* é
aquele gque esta contido

em algum disco.

Em palavras,

ele é finito em extensao.

Todas as definicOes dos ultimos slides sao faceis de
estender para R".



Limites
Dando uma olhada no funcéo f(x, y) = sen(x*+y°)/(x*+y°)

Aqui uma tabela de valores:
N[ -10|-05]-02| 0 |02 | 05 | 10 Em (O, 0) temos
" f(0, 0) = sen 0/ 0 = 0/0

—1.0 | 0.455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.820 | 0.759 | 0.455 . .
Indefinido.

—05 | 0759 | 0959 | 0986 | 0.990 | 0.986 | 0.959 | 0.759
02 | 0529 | 0986 | 0999 | 1000 | 0999 | 00se | 0s20 | POrém, olhando pra

0 | 0841 | 0990 | 1.000 oo | oswo | 0s | tabela, parece que

02 | 029 | 0086 | 0999 | 1oo0 | 00w | osss | o0 | @Proximando-se a (0, 0O)
por qualguer caminho,
ftende a 1.

05 | 0.759 | 0959 | 0986 | 0990 | 0.986 | 0.959 | 0.759

1.0 | 0.455 | 0.759 | 0.829 | 0.841 | 0.829 | 0.759 | 0.455




Limites
Definindo t = (x?+y?) vemos: lim o

Podemos escrever lim, = sen(x +y2)/(x +y2) =

por qualquer camlnho
ja que x“+y°tendo a 0
para (x, y) - (0,0)

f(x, y) = sen(x*+y°)/(x*+y°)
W hor qualquer caminho
" notagao:

lim f(x y) =L

(X, y)—(a, b)

Jx, y)=1lim  sentlt=1

im f(x y) =L

f(x, y) - L quando (x, y)-(a, b)




Limites

nlo: f(x, y) = (x* - y)I(x* + y°) em (0, 0)

2° exem
Tabela de valores:
N Y1 -1.0 —0.5 —0.2 0 0.2 0.5 1.0
—1.0 0.000 0.&00 0,923 | 1.000 0923 0600 (0.000
—0.5 .—[J.ﬁ{)[.‘l 0.000 0.724 | 1.000 [J.?E;l. 0.000 | —0.600
—0.2 | —0923 | -0.724 0,000 | 1.000 0.000 | —0.724 | —0.023
0 —1.000 | —1.000 | —1.000 —I_IJ(}L’}.—I.{){}[J — 1.000
0.2 | —0923|-0.724 0.000 | 1.000 0.000 | —0.724 | —0.923
0.5 | —0.600 0.000 0.724 | 1.000 0.724 0.000 | —0.600
1.0 0.000 0.600 0.923 | 1.000 0.923 0600 0.000

De novo, f(0, 0) = 0/0
é indefinido,

e desta vez, f parece
nao convergir,

ISto e, convergir para
valores diferentes
dependendo do
caminho, por aquele
NOs aproximamos

de (0, 0).



Limites
2° exemplo: f(x, y) = (x* - y)I(x* + y*) em (O, 0)

Calculos dos Ilmltes vindo da direcao dos x e dos y

2 - Pd (=> quadro)

1T~ e o grafico da funcao
confirmam Iisto:

lim f(x, y) nao existe
(x, ¥)~(a, b)




Limites

Assim podemos formular uma critéerio pra nao-existéncia do
limite:

Se f(x, y) - L, quando (x, y) - (&, b) ao longo do caminho C, e
f(x,y) - L,quando (x, y) - (&, b) ao longo do caminho C,,
comL #L, entao lim, f(x, y) nao existe.

, ¥)-(a, b)
Y A

Sera, que podemos b N\
usar a condigao e , VAL
oposta para definir a = FT* N
existéncia do limite? i B

’ () aa \ X

|:I.C2




Limites

Hipotese:
Precisamos apenas conferir, se os limites aproximando-
se na direcao dos x e na direcao dos y sao iguais.

Exemplo: f(x) = xyl/(x* + y°) em (O, 0)

Quadro:

Os limites vindo da direcao dos x,
im_ . fx, y) =lim_ f(x, 0)e
vindo da direcao dos y,

im_,, o f(x, y) =lim _ 0, y)
sao iguais!



Limites
Exemplo: f(x) = xy/(x* + y°) em (0, 0)

Mas, em outras direcoes
(linhas seguindo as retas y = mx)
obtemos limites diferentes.
O grafico da funcéo
mostra isto.

Talvez temos que estender
a condicao para retas vindo
de todas as direcoes.



Limites

Nova hipdtese: Temos que conferir, se os limites
aproximando-se de todas as direcoes y = mx sao iguais.

Exemplo: f(x, y) = xy°/(x* + y*) em (O, 0)

Quadoro:
Os limites vindo de todas as direcoes,

im_ f(x,mx)=0
sao iguais!



Limites
Exemplo: f(x, y) = xy°/(x* + y*) em (O, 0)

... mas (quadro) da direcao x = y?, Iimyﬁ0 f(y?, y), nao.

Aparentemente temos que checar qualquer caminho!



Limites
O critério seria algo como:

Se f(x, y) - L quando (x, y) - (a, b) ao longo de todos os
caminhos C, entao lim, f(x, y) existe e aigual a L.

¥)~(a, b)
YV A
- TN ~ N
, ~ , r F-‘_"-,I { (I 1

Pode ate ser, masnao é .c, b —;"‘h U
uma condi¢do muito P I -
pratica para verificar. an I\

¢ \

/G, \




:f) Funcoes de Varias Variaveis

Universidade Federal do ABC

FIM PRA HOJE




	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19

