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Limites

Definicao:

Seja f uma funcéo cujo > | WY fLH
dominio D contém pontos J x S
arbitrariamente proximos

de (a, b). 0

Dizemos que o limite de f(x, y) quando (X, y)
tende a (a, b) e L, se para todo

numero € > 0 existe um ndmero L+
correspondente o > 0 tal que L e

se (x,y) € D | l

e 0<V(x-a)}?+(y-b3?<3 o 11

entdo |f(x, y) - L| < € -~



Limites

Propriedades:

My @n X =8
M@ Y =D
Meyp-@n©=C

Teorema do confronto:

Se f(x, y) < g(x, y) < h(x, y) quando (X, y) esta proximo de
(a, b) (exceto posivelmente em (a, b)) e

I|m(X’y)%(a, b) f(x,y) = “m(x,y)a(a, b h(x,y) =L

entao

Mgy 9 Y) =L



Limites

Exemplo: Determine, se existe lim
(X,y)—>(a, b)

33Xyl (x*+y?)



Limites

Exemplo: Determine, se existe lim
(X,y)—>(a, b)

33Xyl (x*+y?)

Vindo de qualquer direcao ao longo de uma reta e das
parabolas y = x? e x = y? (quadro), o limite & O.
=> Se 0 limite existir, ele € 0.

Pela definicao, o limite existe (e € 0) se para qualquer
€ > 0 achamos um 9 tal que:

se 0 < Vx?+y? < 9, entdo |3x%y/(x*+y?)| < €



Limites

Exemplo: Determine, se existe lim, 33Xyl (x*+y?)

¥)~(a, b)
Vindo de qualquer direcao ao longo de uma reta e das
parabolas y = x? e x = y? (quadro), o limite & O.

=> Se 0 limite existir, ele € 0.

Pela definicao, o limite existe (e € 0) se para qualquer
€ > 0 achamos um 9 tal que:

se 0 < Vx?+y? < 9, entdo |3x%y/(x*+y?)| < €

13x2yl(x*+y?)| = 3x|yl/(x*+y?) < 3(x*+y?)Iy|/(x*+y?)
= 3|y| = 3Vy2 < 3Vx2+y2 < 30
=> ¢ = 30 satisfaz a condicao

O limite existe, Iim(x 3x2yl(x*+y?) = 0

,¥)—(a, b)



Limites

Exemplo: Determine, se existe Iim(x

33Xyl (x*+y?)

,y)-(a, b)

O limite existe, lim 3x2yl(x>+y?) =0

,¥)-(a, b)




Continuidade

A definicao de limite nos ajuda o definir continuidade de
uma funcao de 2 variaveis:

Uma funcao f de duas variaveis é dita continua em (a, b)
se

Iim(x’ ) (@b f(x, y) = f(a, b)

Dizemos que f é continua em D se for continua em todo
ponto (a, b) de D.

Significa basicamente, que (o grafico d)a funcao nao tem
buracos ou rupturas.



Continuidade

Usando as propriedades de limites, podemos ver que

soma, diferenca, produto, guociente*, e combinacao (°)
de funcdes continuas sao continuas em seus dominios.
*Menos nos pontos zero da funcao no denominador.

Por exemplo,
polindomios em duas variaveis

e
funcoes racionais (quocientes de dois polinoOmios)

sdo continuas em R?.



Continuidade

Exemplos:

- Calcule im ., (x?y3 - x3y2 + 3x + 2))



Continuidade

Exemplos:

- Calcule im ., (x?y3 - x3y2 + 3x + 2))

D& para fazer por substituicao direta:

im_ . (x2y3 - x3y2 + 3x + 2y)
=1223-1322+3.1+2:2=11



Continuidade

Exemplos:

- Onde a funcéo f(x, y) = (x* - y°)/(x* + y°) é continua?



Continuidade

Exemplos:

- Onde a funcéo f(x, y) = (x* - y°)/(x* + y°) é continua?

W - U+ yE

Na origem, a funcédo nao e definida.

Se definimos o dominio como

D =1{x,y) |, y)# (0, 0);

a funcao é continua em todo
o dominio, por ser uma funcao
racional.




Continuidade

Exemplos:

- E se definimos a funcao assim?

_JOE-y)0E+y?) se (x, ) # (0, 0)
X, ¥) =0 se (x, y) = (0, 0)



Continuidade

Exemplos:
Agora ela é definida em todo R?,

Mas é descontinua em (0, 0),
porque

Iim(x’ 1)-0.0) f(x, y)

nao existe.

(vide aula anterior)




Continuidade

Exemplos:

- Seja
(Bx°y)/(x* + y*) se (x,y) # (0, 0)
X, ¥) =10 se (x, y) = (0, 0)



Continuidade

Exemplos:
- Seja

{(C’>><2y)/(><2 +y°) se (x,y) # (0, 0)
%) =10 se (x,¥) = (0, 0) .

Sabemos que f é continua para
(x, y) # (0, O) por ser uma funcao N
racional, e que i y
Ilm(X,y)i(a’ » [(X) = 0=1(0, 0) "

(=> mais cedo na aula)

=> f é continua em R?>.



Continuidade

Exemplos:

- Onde a funcao arctg(y/x) é continua?



Continuidade

Exemplos:
- Onde a funcao arctg(y/x) é continua?
x/y é racional e, portanto,

continua em todo lugar
exceto sobrearetax=0 ;.

Ja que arctg(t) € continua

em qualquer lugar t, - e
>egue. i B o / =
- { g - —]
arctg(y/x) é continua, -2 T~ /f{
exceto onde x = 0. LA g
¥ r‘%-ﬁ_%_ J |



Continuidade

Exemplos:

- Onde a funcao arctg(y/x) é continua?

Para y > 0 vale:

lim__ arctg(y/x)
=lim,__, arctg(t) = -1/2,
im . arctg(y/x)
=lim___ arctg(t) = r1/2
para y < O:

im__ arctg(y/x) = m/2,
IirnXHO+ arCtg(y/X) — '7-[/2

e paray=0:lim__arctg(y/x) =0 : ' %



Funcoes com trés ou mais Variaveis

Estas definicOes sao facilmente estendidas a funcoes de

trés variaveils ...

Seja f uma funcéo cujo dominio D contém pontos

arbitrariamente
Dizemos que o
(a,b,c)elL,se

Droximos de (a, b, c).
iImite de f(x, y, z) quando (x, y, z) tende a
para todo numero € > 0 existe um

numero correspondente 0 > 0 tal que
se(x,y,z) EDe 0<+V(x-a)?+ (y-b)2+ (z-¢c)2< 9

entao |f(x, y, 2)

-L|<¢g

Uma funcao f de trés variaveis é dita continua em (a, b)
selim, . ., f(XY 2)=1a,b,c)

Dizemos que f e continua em D se for continua em todo
ponto (a, b, ¢) de D.



Funcoes com trés ou mais Variaveis

... € a funcoes de n variaveis (usando notacao vetorial):

Se f é definida em um subconjunto D de R", entéao
im __f(X) = L significa que para todo numero € > 0 existe

um numero correspondente o > 0O tal que

se(X)&De O<|x-al]<dentao|f(x)-L|<¢

X=X, X, .. X),a=(a,a,.,a) =Vy _. (x-a)

I=1,n

e a definicao de continuidade pode ser escrita como
im___f(x) = f(a)



Funcoes com trés ou mais Variaveis

Exemplo de uma funcao de trés variaveis:
fix,y,2)=1(x*+y>+2z>-1)

é uma funcéo racional em x, y e z, portanto continua em

todo ponto de R®, exceto onde x2 + y? + z2 = 1,
ou seja é descontinua na esfera de centro na origem e

Ela é esfericamente

raio 1.
() L

simetrica, e da para
visualiza-la como

f(r) = 1/(r* - 1),

onde r = Vx2 + y2 + 72
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