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Formula de Taylor

Inicialmente formulada pelo matematico escosés
James Gregory, e introduzido formalmente pelo
matematico inglés Brook Taylor em 1715.

Lembrete (FUV):

Uma funcao de uma variavel suficientemente 143 W
“bem comportada” (i. e. n vezes derivavel) pode Jé}egory
ser aproximada em torno de um dado ponto por  (1638-1675)
um polinomio de

n-ésima ordem chamado polindmio de Taylor.

Em alguns casos, da para continuar a
aproximacao “ad infinitum” (n - o), resultando
numa série de Taylor.

Aproximar uma fungéo por um polindmio pode ser £
pratico, ja que sdo funcGes, com aqueles € facil &

. : BrookTa Ior
de trabalhar (derivar, integrar, ...). (1685- 17¥;1)



Formula de Taylor

Mais precisamente:

O polindmio de Taylor de ordem n, p (x) em torno

de x = a de uma dada funcao f(x) € o (unico) polinomio,
cujas n primeiras derivadas coincidem com adquelas de f
em x = a:

p%a)=f%a),i=0,1,2,..,n,

onde a 0-ésima derivada € o proprio valor da funcao.

A mesma coisa vale para as derivadas da serie de Taylor
de fem torno de x = a.
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Formula de Taylor

Exemplo: p_ - p, de e em torno de x = 0.

n=0

20¢

151

10}

5_

n=1

201

15}

10}

5_

i P

n=2

201

15¢

10}

n=3

Aformula geral parap €p (x) =3 _ " x/i!

1=

—— o/ 0 o/——/’
2 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0 2
px) =1 p,(x)=1+x p,)=1+x+x12  p(X)=1+x+Xx72+x/6

Bom exercicio para fazer em casa: Confira, que as deri-

vadas até a n-ésima coincidem com as de e em x = 0.



20

15}

10}

Formula de Taylor

Exemplo: p_ - p, de e em torno de x = 0.
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Conforme n aumenta, a aproximacao melhora,
https://en.wikipedia.org/wiki/Taonr_series#/media/FiIe:Exp_series.gif,
0 que leva a serie de Taylor de e: " = 3 _ * XIi!,

gue converge para todos os valores de x.

2 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0 2
px) =1 p,(x)=1+x p,)=1+x+x12  p(X)=1+x+Xx72+x/6


https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series#/media/File:Exp_series.gif

Formula de Taylor

Para uma funcao f(x), o polinomio de Taylor de ordem n,
p_(x) em torno de x = a e dado por:

l)
p)= 3. T@

e a serie de Taylor

f(a)
Zi:ooo I.a

processo chamado expansao de Taylor.

Cada série de Taylor tem sua faixa de convergéncia, que
pode ser apenas o ponto x = a, algum intervalo centrado
em a, ou R inteiro.

(x - a),

Outro bom exercicio: Confira que y _” x/i! € a expansé&o
de Taylor de e" em torno de x = 0.



Formula de Taylor

A expansao de Taylor pode ser feita para funcoes de n
variaveis.

Nesta aula tratamos de funcoes de duas variaveis.
Il Nao esta no Stewart !!!

No Guidorizzi hd uns secodes (15.4 a 15.6) sobre a
expansao de Taylor de funcOes de duas variaveis.



Formula de Taylor

Primeiro temos que definir, o que € um polindmio de 2
variaveis, x e y, de n-ésima ordem:

E a soma de termos do tipo c¢-x’y/, onde i+ < n.

Exemplos: os polinOmios mais gerais de:
O-ésima ordem: c,

12 ordem: c,+ cx +cCy

2% ordem:c,+cx+cCcy+Cc X +CXy+Cy

a . 2 2 3 2 2 3
3rordem:ctcx+Cy+CXP+CXy+Cy+ X3+ Xy +CXyP+cC, Yy

(n+1)(n+2)/2 termos



Formula de Taylor

02 ordem:

Igual como no caso de uma variavel, para uma funcao
continua f, o polindmio de Taylor de 0-ésima ordem em
torno de (a, b) € simplesmente a funcao f = constante =
o valor da funcao naquele ponto:

p,(x, y) = const. = f(a, b)

Quer dizer: o valor da funcéo em (a, b) € uma “boa”
aproximacao ao seu valor na vizinhanca deste ponto.



Formula de Taylor

12 ordem:

Para um funcao de duas variaveis que tem

derivadas parciais continuas em (a, b), o polinomio de
Taylor de primeira ordem em torno de (a, b) € aquela
funcao linear (polindbmio de primeiro ordem), que passa
por (a, b, f(a, b)) cujas derivadas parciais em (a, b) sao
as mesmas gque as da propria funcao:

E nada outro que a linearizacdo de fem (a, b), I
que ja conhecemos da aula 6: //’ -l

p,(x, y) =1fa, b) +1(a, b)(x - a) +1(a, b)(y - b)//

-.._____F

O grafico de p, € o plano tangente a fem (a, Ib).



Formula de Taylor

22 ordem:

Agora o trabalho comeca: Para uma funcao f(x, y)
duplamente derivavel em (a, b), temos gque achar o
polindbmio de segunda ordem,

2 2
c,tcXx+cy+ X+ cxy+cys

gue tem em (a, b):
- 0 mesmo valor que f
- as mesmas derivadas parciais, f e f,

- € as mesmas segundas derivadas f_, fxy = fyX e fw.



Formula de Taylor

Podemos escrever o polindbmio também como

p,(x, ¥) = d, + d,(x - @) + d,(y - b)
+d,(x-a)+d.(x-a)y-b)+d/(y-Db),

e calcular as derivadas de p :

(p,), = d, + 2d,(x - &) + d(y - b)
(p,), = d, + d,(x - &) + 2d(y - b)
(), = 24,

(P,), = (P,),, =

(P,),, = 24



Formula de Taylor

p,=d, +d(x-a)+d(y-b)+dx-a)+dx-a)y-b)+d(y- by
(0,). = d, +2d,(x - a) + d (y - b)

(p,), = d, + d,(x - &) + 2d(y - b)

(0,),, = 24,

0,),, = (B,),, = d,

(b,),, = 2d,

Calculando valor e derivadas de p, em (a, b):

p,(a,b)=d +d-0+d-0+d-0°+d-00+d-0°=d,
(p,) (@ b)=d,+2d,0+d-0=d,

(p,) (@ b)=d,+d.0+2d:0=d,

(b)) (@, b) = 2d,

(b,),,(a b) = (b,),, = d

(p,),(@, b) = 2d,



Formula de Taylor

p(a b)=d,, (p,)(a, b) =d,, (v,)(a, b) =d,
(0,).(a b) = 2d,, (p,), (@ b) = (p,),, = d, (p,), (& b) = 2d,

Ja gue estes valores tém que coincidir com agueles de
f e suas derivadas em (a, b), temos:

d, = p,(a, b) = f(a, b)
d, = (p,)(a b) =f(a, b)
d,=(p,)(a, b)=1[(a, b)

d, = V2-(p,) (a, b) = V2f (a, b)
d, = (p,), (@ b) =f (a, b)

d, = 2(p,), (a, b) = Vaf, (a, b)



Formula de Taylor

Assim, o procurado polinomio de segunda ordem é:

p,(x, y) =f(a, b) +1(a, b)(x - a) +1(a, b)(y - b)
+ of (a, b)(x - @) + f (a, b)(x - a)(y - b) + ¥f, (a, b)(y - b)’

ou

p,(x, y) =f(a, b) +1(a, b)(x - a) +1(a, b)(y - b)
+ [f (a, b)(x - &) + 2f, (a, b)(x - a)(y - b) +f,(a, b)(y - b)?]

O grafico deste polindmio € um paraboloide gue se
*aninha” a f em (a, b), tendo neste ponto, nao apenas o
mesmo plano tangente que a superficie descrita por f,
mas também a mesma curvatura.



Formula de Taylor

22 ordem:

Podemos formular: Seja f uma funcao de x e y duas
vezes derivavel na vizinhanca de (a, b), entao para todos
0S pontos (X, y), para aqueles o segmento até (a, b) esta
contido no dominio de f, o polindmio de Taylor de
segunda ordem em torno de (a, b) é:

p,(x, y) =f(a, b) +1(a, b)(x - a) + 1 (a, b)(y - b)
+ [ (a, b)(x - @) + 2f (a, b)(x - &)(y - b) + f, (a, b)(y - b)7]



Formula de Taylor

3a ordem:;:

De maneira analoga: Seja f uma funcao de x e y trés
vezes derivavel na vizinhanca de (a, b), entao para todos
0S pontos (X, y), para aqueles o segmento até (a, b) esta
contido no dominio de f, o polinOmio de Taylor de terceira
ordem em torno de (a, b) é:

p,x, y) = f(a, b) + 1 (a, b)(x - a) + 1 (a, b)(y - b)
+[f (a, b)(x - &)2 + 2f, (a, b)(x - a)(y - b) +f,(a, b)(y - b)?]
+ e[f (@, b)(x - a)* + 3f, (a, b)(x - )Xy - b)

+3f, (a b)(x - a)(y - b)’ + 1, (a, b)(y - b)’



Formula de Taylor

n-eésima ordem:

generalizando: Seja f uma funcao de x e y n vezes
derivavel na vizinhanca de (a, b), entao para todos 0s
pontos (x, y), para aqueles o segmento até

(a, b) esta contido no dominio de f, o polindmio de Taylor
de ordem n em torno de (a, b) é:

p =D o T |} Jrta by eanpy

onde [/’ ] = jl-(li!-/)' e o coeficiente binomial de n e k

Obsirva que cada polinomio esta contido nos de maior ordem.
O limite para n — « € a série de Taylor de f.



Formula de Taylor

Exemplo:

Seja f=In(x + 2y).
(a) Determine o dominio de f.

(b) Determine os polinomios de Taylor de ordem O a 3
de fem torno de (1, %2).



Formula de Taylor

Quadro: YA

(@) y > -x/2 S
(b) p,(x, ¥) = In(2)

py(X; y) =In(2) + V2r(x -1) + (v - 2)

p,(X, ¥) =In(2) + 7o:(x -1) + (y - 2)
+ V(X -1)% + Va:(x -1)(y - V2) + Va:(y - 2)?

py(%: y) =In(2) + 72:(x -1) + (v - %)
+ V(X -1)% + Va:(x -1)(y - V2) + Va:(y - 2)?
-V2ar(X -1)3 -Va-(X -1)%(y - V2) -V (X -1)(Y - Y2)? - V5-(y - V2)°



Féormulade Taylor =~
Quadro: | |

(@) y > -x/2
(b) p,(x, ¥) =In(2)

P, V) = IN@) + Velx )+ (- )

p,(X, ) =In(2) + Zo:(x -1) + (v - 72)
+ Yo (X -1)? + V(X -1)(y - V2) + Va:(y - V2)?

py(%: y) =In(2) + 72:(x -1) + (v - %)
+ V(X -1)% + Va:(x -1)(y - V2) + Va:(y - 2)?
-V2ar(X -1)3 -Va-(X -1)%(y - V2) -V (X -1)(Y - Y2)? - V5-(y - V2)°
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