
Utilize coordenadas polares para determinar os limites (Dica: note que se (r,θ) são as coordenadas polares do 
ponto (x,y), x=rcos(θ) y=rsen(θ), r≥0 , θ∈[0,2π), então r→0+ quando (x,y) → (0,0), pois x ² +y ² =r ²):
a)lim(x,y)→(0,0) x3+y3x2+y2

Limr→0 r³cos³ (θ)+r³sen³ (θ)r ² cos ²(θ)+r ² sen ²(θ) = 0
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f(x, y) =x+y
Para quais valores de x e y temos f(x, y) = 2?
x+y = 2 => y = 2 - x
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Calcule o limite de f(x) = xy/(x2 + y2) em (0, 0) vindo da direção (1, m), 
lim

x→0
f(x, mx).

lim x, y -> 0 x mx /(x2 + m 2 x 2) = mx2 /(1 + m 2 )x 2

= m /(1 + m 2 )
Depende de m



Calcule o limite de f(x) = xy/(x2 + y2) em (0, 0) vindo da direção (1, m), 
lim

x→0
f(x, mx).

lim x, y -> 0 x mx /(x2 + m 2 x 2) = mx2 /(1 + m 2 )x 2

= m /(1 + m 2 )
Depende de m

O limite não existe!
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Gráfico da função



Se f(x, y) = sen(x/(1+y)), calcule       e      .

∂𝑓
∂𝑥

= 
1

1+𝑦
·Cos(

𝑥

1+𝑦
)

∂𝑓
∂𝑦

= 
0∗ 1+𝑦 −𝑥(1)

1+𝑦 2 ·Cos(
𝑥

1+𝑦
) = 

−𝑥

1+𝑦 2 ·Cos(
𝑥

1+𝑦
) 
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Se f(x, y) = sen(x/(1+y)), calcule       e      .

= cos(x/(1+y)) · 1/(1+y)

= -cos(x/(1+y)) · x/(1+y)2
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Exemplo: Calcule fxxyz se f(x, y, z) = sen(3x + yz).

Uma vez em x: 3·Cos (3x + yz).
Segunda vez em x: 3 ·3 ·(-sen (3x + yz)) = -9 sen (3x + yz)
Em y: -9 z Cos (3x + yz)
Em z: -9 Cos (3x + yz) + -9 z y ·(-sen (3x + yz))

= -9 Cos (3x + yz) + 9 z y ·sen (3x + yz) = fxxyz
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Exemplo: Calcule fxxyz se f(x, y, z) = sen(3x + yz).

fxxyz = -9 cos(3x + yz) + 9yz sen(3x + yz)
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Determine o plano tangente ao
paraboloide elíptico

z = 2x2 + y2

no ponto (1, 1, f(1, 1)) = (1, 1, 3)
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Determine o plano tangente ao
paraboloide elíptico

z = 2x2 + y2

no ponto (1, 1, f(1, 1)) = (1, 1, 3) => x
0

= 1, y
0

= 1, z
0

= 3
f
x

= 4x => f
x
(x

0
, y

0
) = f

x
(1, 1) = 4

f
y

= 2y => f
y
(x

0
, y

0
) = f

y
(1, 1) = 2

Equação do plano: z - 3 = 4(x - 1) + 2(y - 1)
ou z = 4(x - 1) + 2(y - 1) + 3 = 4x +2y -3 
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Lembrete: plano tangente à superfície

z = f(x, y) no ponto P(x
0
, y

0
, z

0
):

z - z
0

= f
x
(x

0
, y

0
)(x - x

0
) + f

y
(x

0
, y

0
)(y - y

0
)



Determine o plano tangente ao
paraboloide elíptico

z = 2x2 + y2

no ponto (1, 1, f(1, 1)) = (1, 1, 3)

z - 3 = 4(x - 1) + 2(y - 1)

ou z = 4x + 2y -3
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Se medimos as dimensões de uma
caixa retangular como
x = 75 cm, y = 60 cm e z = 40 cm,
cada um com erro máximo de 0.2 cm,
qual o erro máximo cometido no
cálculo do volume da caixa?
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x = 75 cm, y = 60 cm e z = 40 cm,
δx = δy = δz = de 0.2 cm,
δV = ?

V = xyz

=> 
∂𝑉
∂𝑧

= xy, 
∂𝑉
∂𝑦

= xz, 
∂𝑉
∂𝑥

= yz

δV = 
∂𝑉
∂𝑥

δx + 
∂𝑉
∂𝑦

δy + 
∂𝑉
∂𝑧

δz = yz δx + xz δy + xy δz

= 60 cm · 40 cm · 0.2 cm + 75 cm · 40 cm · 0.2 cm +75 cm · 60 cm · 0.2 cm
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Lembrete:

δf = |  |δx + |  |δy + |  |δz
é o erro máximo que pode

resultar dos erros em x, y e z.
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Se medimos as dimensões de uma
caixa retangular como
x = 75 cm, y = 60 cm e z = 40 cm,
cada um com erro máximo de 0.2 cm,
qual o erro máximo cometido no
cálculo do volume da caixa?

δV = 1980 cm3,
da ordem de 1 %
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se z = ex sen y,
onde x = st2 e y =s2t,

determine      e     .
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se z = ex sen y,
onde x = st2 e y =s2t,

determine      e     .

∂𝑥
𝑑𝑠

= t2, 
∂𝑥
d𝑡

= 2st, 
∂𝑦
𝑑𝑠

= 2𝑠𝑡,
∂𝑦
d𝑡

= s2, 
∂𝑧
∂𝑥

= ex sen y = est^2 sen (s2t),

∂𝑧
∂𝑦

= ex cos y = est^2 cos (s2t)

∂𝑧
∂𝑠

= est^2 sen (s2t) · t2 + est^2 cos (s2t) · 2st, 
∂𝑧
∂𝑡

= est^2 sen (s2t) · 2st + est^2 cos (s2t) · s2
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Lembrete: Regra da cadeia para uma

função de duas funções de duas variáveis

=          +              e        =           +
∂z

∂s

∂z

∂x

∂z

∂y
∂x

ds

∂y

ds

∂z

∂t

∂z

∂x

∂z

∂y
∂x

dt

∂y

dt

∂z

∂s

∂z

∂t



se z = ex sen y,
onde x = st2 e y =s2t,

determine      e     .

= t2 est^2 sen(s2t) + 2stest^2 cos(s2t)

= 2stest^2 sen(s2t) + s2 est^2 cos(s2t)
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Se f(x, y, z) = x sen yz,
(a) determine o gradiente de f e
(b) determine a derivada direcional de f

no ponto (1, 3, 0) na direção
de v = (1, 2,-1).
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Se f(x, y, z) = x sen yz,
(a) determine o gradiente de f e
(b) determine a derivada direcional de f

no ponto (1, 3, 0) na direção
de v = (1, 2,-1).
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Lembrete: gradiente de f:

∇f = (fx, fy(, fz))

derivada direcional na

direção do vetor unitário u:

Duf = ∇f · u
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Se f(x, y, z) = x sen yz,
(a) determine o gradiente de f e
(b) determine a derivada direcional de f no ponto (1, 3, 0) na direção

de v = (1, 2,-1).
(a) ∇f = (fx, fy, fz) = (sen yz, xz cos yz, xy cos yz)

(b) vetor unitário na direção de v: u = v/|v| = (1, 2,-1)/ 1² + 2² + (−1)²
= (1/√6, 2 /√6, -1 /√6)

Du = ∇f(1, 3, 0) · (1/√6, 2 /√6,-1 /√6) = (0, 0, 3) ·(1/√6, 2 /√6,-1 /√6)
= 0 ·1/√6 + (-1) · 0 /√6 + 3 · (-1 /√6) = -3 /√6 = -√(3/2)
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Se f(x, y, z) = x sen yz,
(a) determine o gradiente de f e
(b) determine a derivada direcional de f

no ponto (1, 3, 0) na direção
de v = (1, 2,-1).

(a) ∇f(x, y, z) = (sen yz, xz cos yz, xy cos yz)
(b) D(1, 2,-1)/√6 f(1, 3, 0) = -√(3/2)
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