Faca uma pergunta pelo chat.
Pode demorar uns dez segundas até eu ver a pergunta.

A minha sugestao é resolver alguns exercicios
sobre 0 novo assunto
Integrais Duplas: Mudanca de Variaveis

e aplicacoes.

Comecamos assim gue alguem se manifestar no chat.



Lembrete: Regiao D tipo I:
D={(x,ylasx<bh, g,(x)<y<g,(X)}
entdo: ff, f(x, y) dA =" gl(x)gz(x) f(x, y) dy dx

Regiao tipo |I: mesmo coisa com 0s papeis
de x e y invertidos.

Determine o volume do solido limitado pelo plano z=0
e pelo paraboloide z =1 - x2 - y2.

Area de integrac&o: o circulo com raio 1: y = +V1-x2

f.llf.vm@ 1-x2-y?dydx
=[ (1 - x2)y - y3/3] e T dx
= [ 1[2(1 - X)VI@ — 2(1-x2)¥%/3] dx = [ * [4(1-x2)32/3] dx

dificil de integrar




Lembrete:

P(r,0) = P(x,y)

Mudanca coordenadas cartesianas 0
para coordenadas polares

[I.f(x, y)dA = [ F] *f(rcos 6, rsen ) rardé

Coordenadas polares:
rr=x2+y2, x=rcos6,y=rsenb Ay
[

Determine o volume do solido limitado pelo plano z=0
e pelo paraboloide z =1 - x2 - y2.

[ A =r2)rdrd@ = [2"d0 ['r—r3rdr=2m - [r22 — rY/4] *
= 27T - Y4 = 11/2




Determine o volume do solido limitado pelo plano z=0
e pelo paraboloide z =1 - x2 - y2.

solucao: /2
As vezes, a funcdo toma uma forma mais facil de integrar

em coordenadas polares, por exemplo no caso de funcoes
Com simetria circular, f = f(r) e independente de 6.




Lembrete: Regiao D tipo I:

entdo: ff, f(x, y) dA ="

91(x)

de x e y invertidos.

Calcule [[, (3x + 4y?) dA, onde R é a regiao no semiplano

superior limitada pelos circulos x2 + y2=1 e x2 + y2 =4, /,

Daria trés regioes para integrar sobre: x de -2 a -1, |
xde-lalexdela?. [

D={x ylasxs<sb, g,(x) <y<g,Xx)}
92 f(x, y) dy dx

)

Regiao tipo |I: mesmo coisa com 0s papeis




Coordenadas polares:
rP=x2+y? x=rcos0,y=rsenf

Lembrete:

Pir,8) =Pix,y)

Mudanca coordenadas cartesianas 0
para coordenadas polares

[I.f(x, y)dA = [ F] *f(rcos 6, rsen ) rardé

Calcule [[, (3x + 4y?) dA, onde R é a regiao no semiplano

superior limitada pelos circulos x2 + y2=1e x2 + y2 = 4, /,
R

Ionflz (3(rcos O) + 4(r sen 6)3) rdrd6 f F/ |

)




Outro lembrete:
senz 6 = Y2:(1 — cos 20)

=> [sen? 8 df = ¥2-(6 — Y2-sen 20)
= %-0 — Y4-sen 26

Calcule [[, (3x + 4y?) dA, onde R é a regiao no semiplano

superior limitada pelos circulos x2 + y2=1e x2 + y2 =4, P
_,K/R | \

J."].2 (3(r cos ) + 4(r sen 6)?)rdrd8 £ 7 TN )

=J;"[c0s 8- 1 + sen? 6 - r*],2drde oy

= [,"[7-cos 6 + 15-sen2 6] *drd6
= [7-sen O + 15:(%-0 — ¥4-sen 26)] "
= [7-(0-0) + 15+(r1/2 — 0/2 - ¥4-(0-0))] = 15m/2




Calcule [[, (3x + 4y?) dA, onde R é a regiao no semiplano 7

superior limitada pelos circulos x2 + y2=1 e x2 + y2 =4, /,
R

solugao: 15m/2 L5

As vezes, é a forma da regido de integracdo que
torna coordenadas polares mais faceis de usar.



Lembrete:
Se
D={(r,0)|a<6<p, h(6)<r<h,(0)}

entao
I, f(x, y) dA

= e P f(rcos 6, rsenf) rdrdé —

Use a integral dupla para determinar a area contida
em um laco da rosacea de quatro pétalas r = cos 26.

I _n/4n/4focos 2601 rdrdf = I /4 [r2/2]ocos 26 O

T/4
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Outro lembrete:

c0s? 0 = %2 (1 + cos 20)
=> [ cos? 6 dB = ¥2-(0 + Y2-sen 20)
=%-0 + Y4-sen 20

Use a integral dupla para determinar a area contida
em um laco da rosacea de quatro pétalas r = cos 26.

Yof .,7c0os? 26] dO = V2 [Ya(Y2-20 + Ya-sen 2-20)] ,,,™
=[¥ 6 +sen 46/8],,,™=n/8

I'I/_- \\'

—




Use a integral dupla para determinar a area contida
em um laco da rosacea de quatro pétalas r = cos 26.

solucao: /8




Lembrete: centro de massa de uma
lamina D de densidade de massa por

area p(x, y): ( — D
x=1im - [J,xp(x, y) dA, -
y=1Um-[[,yp(x, y)dA,

onde m = [[, p(x, y) dA

A densidade em qualquer ponto de uma lamina semicircular é
proporcional a distancia ao centro do circulo. Y4
Determine o centro de massa da lamina.

i1 3 y
A Y y=g?

m = [[_p(x,y)dA = [ /[ 2Kr r dr d8 = K [;"d6 [ar2 dr = K 1T a%/3 D W

x = 3/Kmas - [,"[ 2r cos OKrr dr db
= 3/Kna3 - K|,"J 2ré cos 6dr df = 3/ma3 - ["cos 6 dO [ 2r3 dr = 3/na3 0- %4/4 0 “

y = 3/Kma3 - Jf,2r sen 8Krr dr do
= 3/Kna3 - K[, 2r3 sen 8dr d6 = 3/rta3 - [;"sen 6 dO [2r3 dr = 3/ma3 - 2 - a*/4 = 3a/2m

-
X



A densidade em qualquer ponto de uma lamina semicircular é
proporcional a distancia ao centro do circulo. Y4
Determine o centro de massa da lamina.

II n

O centro de massa fica a uma distancia do centro
de 3/2mr vezes o raio do semicirculo.




Lembrete: momento de inércia de uma lamina D
de densidade de massa por area p(x, y) em
relacéo aos eixos x e y e a origem:

[ =],x2p(x, y)dA,
I, =1I,y?p(Xx, y)dA,
lhy=1+1,=],(x*+y?)px y)dA

Determine os momentos de inércia / , I el do disco homogéneo D com
densidade p(x, y) = p, centro na origem e raio a.

I, =J2" 2rrprdrdf=p[2d6[2rdr=p 2 a*4 = npa‘/2 = m a%2

I =1 =% =npa*/4=m a*/4



Determine os momentos de inércia / , I el do disco homogéneo D com
densidade p(x, y) = p, centro na origem e raio a.

I =1, =mnpa’/4 ="ma?
|, = mpa?’/2 = Y/2ma?



Lembrete: para a funcao densidade de
probabilidade conjunta f(x, y), a probabilidade de
gue (X, Y) esteja em uma regiao D:

P((X, Y) € D) = [[, f(x, ) dA,

evale [[.f(x,y)dA=1

Se a funcao densidade de probabilidade conjunta for dada por

Cx+2y) se0<x<10,0<y<10

i, y) = { 0 caso contrario

C

etermine o valor da constante C. Em seqguida, calcule P(X <7, Y = 2).

)

[ Y)dA =1 =] 1°f 0C(x + 2y) dx dy = C [,1°[x%/2 + 2xy] *° dy

= C [,*°[x/2 + 2xy] *° dy = C [ ,*°50 + 20y dy = C [50y + 10y?] *°
=C-1500=1=>C=1/1500



Lembrete: para a funcao densidade de
probabilidade conjunta f(x, y), a probabilidade de
gue (X, Y) esteja em uma regiao D:

P((X, Y) € D) = [[, f(x, ) dA,

evale [[.f(x,y)dA=1

Se a funcao densidade de probabilidade conjunta for dada por
_JCx+2y) se0<x<10,0<y<10

X, ¥) = 0 caso contrario

determine o valor da constante C. Em seguida, calcule P(X <7, Y = 2).

P(...) = 1/1500 [,1[7 (x + 2y) dx dy = 1/1500 [, [x?/2 + 2xy] 7 dy
= 1/1500 [,1°49/2 + 14y dy = 1/1500 [49y/2 + 7y?] 10
= 1/1500 [49-10/2 — 49-2/2 + 7-102 - 7-27]



Lembrete: para a funcao densidade de
probabilidade conjunta f(x, y), a probabilidade de
gue (X, Y) esteja em uma regiao D:

P((X, Y) € D) = [[, f(x, ) dA,

evale [[.f(x,y)dA=1

Se a funcao densidade de probabilidade conjunta for dada por
_J1/50 - ext0e¥s sex=>0,y=0
X, ¥) = 0 caso contrario

mostre, que [f,.f(x, y) dA = 1. Em seguida, calcule P(X + Y < 20).
[,2],>1/50 - eev>dx dy = 1/50 - [,>e*%dx [~ eY> dy 2
=1/50 - [-10-e**°] " [-5-e7"],"

= 1/50 - [-10-(0-1)] [-5-(0-1)] = 1 QED

x+y=20




Lembrete: para a funcao densidade de
probabilidade conjunta f(x, y), a probabilidade de
gue (X, Y) esteja em uma regiao D:

P((X, Y) € D) = [[, f(x, ) dA,

evale [[.f(x,y)dA=1

Se a funcao densidade de probabilidade conjunta for dada por
_J1/50 - ext0e¥s sex=>0,y=0

X, ¥) = { 0 caso contrario

mostre, que [f,.f(x, y) dA = 1. Em seguida, calcule P(X + Y < 20).

J'OZOJ’OZO-X 1/50 . e—X/loe—yﬂS dy dX — 150 . J'OZO e—X/lO IOZO-X e-y/5 dy dX 20

= 1/50 - [20e¥10[-5g¥5 ] 20 dx = 1/50 - [,2° e*10[-5(e 205 _1)] dx +y=20

= 1/10 - [ 22 e*10 (e**5 -1) dx = 1/10 - [2° (e 10 -e*10) dx D
= 1/10 - [10-e* 710 — (-10)-e*10] 20 = [e* @¥10 + g*/10] 20

=e4(e2-1)+(e2-1)=-e*+2e2-1 /

20



Se a funcao densidade de probabilidade conjunta for dada por
_J1/50 - ext0e¥s sex=>0,y=0

X, ¥) = { 0 caso contrario

mostre, que [f..f(x, y) dA = 1. Em seguida, calcule P(X + Y < 20).

20

PX+Y<20)=1+e*—-2e%=0.7476
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