Faca uma pergunta pelo chat.
Pode demorar uns dez segundas até eu ver a pergunta.

A minha sugestao é resolver alguns exercicios
sobre 0 novo assunto |
Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas e Esféricas, |
e Mudanca de Variaveis em Integrais Multiplas Carleay
ou tirar duvidas pra P1 Jakob Jacobi

_ i _ (1804-1851)
Comecamos assim gue alguém se manifestar no chat.
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Lembrete:

Coordenadas cilindricas:
X=rcosf,y=rsenf,z=z, 0 z
r2zx2+y2’tg6:y/X,Z:Z /{?i\;
x (r, 8,0)
Z = 4 e acima do paraboloide z = 1 — x?2 — y2. A densidade em o

gualguer ponto € proporcional a distancia do ponto ao eixo do

Um solido E esta contido no cilindro x2 + y2 = 1, abaixo do plano Z I
cilindro, p = Kr. Determine a massa de E. i
|
|
|
|




Integral tripla em coordenadas cilindricas: | 7=u(x,y)

e
[I.f(x,y, z)dV B\j

= J' BJ' h2(9)J' u2(r cos 6, r sen 6)
a Jh1(6) ul(r cos 6, rsen )

f(rcos®, rsenb, z)rdz drdg
dv

Um solido E esta contido no cilindro x2 + y2 = 1, abaixo do plano 7_
Z =4 e acima do paraboloide z = 1 — x2 — y2. A densidade em T o

gualguer ponto € proporcional a distancia do ponto ao eixo do b—
cilindro, p = Kr. Determine a massa de E.

J 0™ cos 6.r son g2 2O f(rcos 6, rsen 6, z) rdz drd@
=2 Y, _*Krrdz drd6 = K[ >dO [ Y, _.*r?dz dr
=2nK [ Mr?z],_tdr=2nK [Mr2(4 - 1+ r?)]dr

=2nK ['3r2 + r*dr = 2nK [r? + r°/5] ' = 2nK - 6/5 = 12n1K/5
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Um solido E esta contido no cilindro x2 + y2 = 1, abaixo do plano

Z = 4 e acima do paraboloide z = 1 — x?2 — y2. A densidade em
gualquer ponto é proporcional a distancia do ponto ao eixo do
cilindro, p = Kr. Determine a massa de E.

m = 12nK/5




Lembrete: Coordenadas esféricas: b6 )
X=psen¢cos b y=psenpsenao, p
Z = p COS ¢, ,

0
pP?=X%+y?2+ 272 1g O = y/X, 6 T
tg ¢ = V2 + y/z -*

Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do solido
delimitado pelo cone z = Vx2+y2 e pela esferax2 + y2 + z2 = z.



Integral tripla sobre uma cunha esférica dada 24
porE={(p,0,¢9)las<p<b,a<B<pB,c<¢<d}
em coordenadas esféricas:

Mg fx, y, z)dVv

=9

f(o sen ¢ cos 6, p sen ¢ sen 6, p cos @)
p?sen ¢ dp d dp «  dv

Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do solido
delimitado pelo cone z = Vx2+y2 e pela esfera x2 + y2 + z2 = 7.

Limites em ¢: 0, /4, em 6: 0, 2rr, em p: 0, cos ¢

esfera: (x —x,)?+ (Y —V,)? + (z—z,)?> = R?

neste caso: (x—0)2 + (y—0)2 + (z — ¥%2)? = (¥2)?

=> X2 .|.y2 + 72 _ 21467 + (1/2)2 — (]/2)2 => X2 .|.y2 + 72 =7

=> (p sen ¢ cos 8)? + (p sen ¢ sen B)?> + (p cos ¢)2 =p cos ¢
p?sen? ¢ cos?2 0+ p2sen?2¢psen?B+pP2cos?2Pp=pCcoOSP=>pP2=pPCOSP=>p=COS @



Integral tripla sobre uma cunha esférica dada 24
porE={(p,0,¢9)las<p<b,a<B<pB,c<¢<d}
em coordenadas esféricas:

Mg fx, y, z)dVv

=9

f(o sen ¢ cos 6, p sen ¢ sen 6, p cos @)
p?sen ¢ dp d dp «  dv

Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do solido
delimitado pelo cone z = Vx2+y2 e pela esfera x2 + y2 + z2 = 7.

Limites em ¢: 0, /4, em 6: 0, 2rr, em p: 0, cos ¢

[, 201 p? sen ¢ dp dO dg = [ ™ “sen ¢ [p3/3],<?d6 d¢
= [77dB [ ™ sen ¢ cos® ¢/3d¢ = -2 [ ™ -sen ¢ cos® ¢/3d¢
= -2m [cos* ¢ /12] ™ = -2r/12 [1/4 - 1] = /8



Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do solido
delimitado pelo cone z = Vx2+y2 e pela esferax2 + y2 + z2 = z.

V = 11/8




Lembrete:
Para uma mudanca de variaveis numa integral dupla T
(u, v) => (X, y), a integral sobre uma regiao S = T(R) é:

01, 70, y) dA = J1, foxw, v, v, v) | 222 aw v,

o ax

Ny
onde r:}(x. y) _ | ou iiy _ t:f.r r:}_'-.-* B r’l.r r'h dA
au, v) ay 9y ou dv  dv ou "
Utilize a mudanca de variaveis ou v L
X =u?— V2, y=2uv para calcular a integral [f .y dA, onde R € a regiao 5 B
delimitada pelo eixo x e pelas parabolas y2=4 —-4xey2=4+4x,y >0 o s, 10

0x/0u = 2u, 0x/0v = -2v, dy/ou = 2v, dy/ov = 2u
=> det jacobiana = 4(u? + v?)
J Mt 2uv 4(u? + v2) du dv = [ ]t 8(udv + vBu) du dv
= 8J ' [u*v/4 + v3u?/2] t dv = 8f ' v/4 + v3/2 dv = 8[v#/8 + v*/8] }
=8/8 - [v2+ Vi 1=2




Utilize a mudanca de variaveis
X =u?— V2, y=2uv para calcular a integral [f .y dA, onde R € a regiao
delimitada pelo eixo x e pelas parabolas y2=4 —-4xey2=4+4x,y >0

solucao: 2




Lembrete:

I 1(x, y, 2) dA

Para uma mudanca de variaveis numa integral tripla T:
(u, v, w) => (X, vy, z), a integral sobre um vol. S = T(R) é:

= [ff f(x(u, v, w), y(u, vw), z(u, v w)) ﬁ(u N w)‘ du dv dW

Utilize esta formula para dvr'ix ox  ox
deduzir a formula para a integracéo tripla em coordenadas esféricas. ou  ov 0w
dx,y.z) |[dy dy dy

d(u. v. w) lou v 0w

dz dz oz

ou dv  Jdw




Iz f(x, y, z) dA
= [ll fx(u, v, w), y(u, vw), z(u, v w))

Coordenadas esféricas:

Utilize esta formula para
deduzir a formula para a integracao tripla em coordenadas esférica

X=psengpcosf,y=psen¢psenb,z=pcos¢

Matriz Jacobiana:

sengpcosb -psengpsenf pcos¢pcosb

sengpsenf psengpcosH pcospsend
CoS ¢ 0 -p sen ¢

r'i(u v, w)

‘ du dv dW

X=psen¢cosH,y=psen¢senb, z=pcos oy,

M fx, y, 2)dV = [[Jf(x, y, ) p> sen ¢ dp db d¢( )
dx, v, z _

h'd
dv

dx

ox

ax

du
dy

dv
ay

dw
dy

d(u, v, w)
p, 6, ¢

ou
oz

dv
0z

dw
0z

ou

dv

dw




I 1(x, y, 2) dA

= 1, 0w, v, ), Y, vw), z(u, vw)) | 5| oo av aw,

~
Coordenadas esféricas: av

X=psen¢cosH,y=psen¢senb, z=pcos oy, dx ox  ox

M. fx, y, 2)dV = [[[. (X, Y, Z) p? sen ¢ dp dO d¢ du  dv  dw

dx,y.z) |[dy ady dy

Utilize esta férmula para o, ”j,) ou dv dw

deduzir a férmula para a integraco tripla em coordenadas esférica *" f:; j :Z

C v w

Matriz Jacobiana:

sengpcosb -psengpsenf pcos¢pcosb

sen ¢ sen 6 psengpcosf pcospsenb
CoS ¢ 0 -p sen ¢

determinante: cos ¢ - (-psen ¢ sen 6 - p cos ¢ sen 6 - p cos ¢ cos 6 - p sen ¢ cos H)

-psen¢g-(sengpcosf-psengpcosb--psen@senb:-sensenob)

=-C0S ¢ * (p?sen ¢ sen2 O cos ¢ + p? cos ¢ cos? 0 sen @)

-p%sen ¢ - (sen? ¢ cos? 6 + sen? ¢ sen?H)

= -C0OS ¢ p? (sen ¢ cos @) - p2sen ¢ - (sen? ¢) = - p2 sen ¢ valor absoluto p? sen ¢




Utilize esta formula para
deduzir a formula para a integracao tripla em coordenadas esféricas.

solucao: dV = p? sen ¢ dp d6 d¢
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