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PREFACIO AO PROFESSOR

Este livro retine textos de apoio elaborados para orientar estudantes de graduacdo nas

atividades experimentais de mecanica realizadas nos primeiros semestres de cursos de
ciéncias e engenharias. Tais textos foram concebidos para constituir bibliografia basica
da disciplina, mas também poderdo ser incorporados de maneira mais esporadica.
Qualquer professor de Fisica deve saber que ha ja muitos materiais voltados para
laboratérios de ensino. Porém, em contraste com a maioria dos textos disponiveis,
buscamos assumir aqui dois compromissos relativamente atuais. O primeiro desses
compromissos ¢ o de empregar, de maneira inteligivel, os procedimentos e defini¢cdes
mais atuais da metrologia nos laboratdrios de ensino de Fisica. Em segundo lugar,
desejamos proporcionar aos estudantes contato com visdes de ci€ncia menos ingénuas
que a tradicional crenca na comprovagao cientifica.

Evidentemente, esses dois objetivos ndo poderiam ser realizados sem um trabalho
cuidadoso por parte do professor que, em vista da infraestrutura que tem a sua
disposi¢do, deve planejar cuidadosamente as atividades experimentais que serdo
propostas aos estudantes. Para atingir melhor o que se propde nesse livro, sugerimos ao
professor dar preferéncia as atividades experimentais que favoregam a avaliagdo do
dominio de validade de modelos cientificos (em oposicdo a pretensdo ingénua

apresentada em muitos roteiros de laboratorio de comprovar as leis da natureza a partir

de dados experimentais).

Por exemplo, em vez de solicitar aos alunos que mecam aceleragdo em fun¢ao da forca
resultante aplicada a um carrinho de massa m que desliza na horizontal sem perdas
sensiveis de energia, sugerimos defrontd-los com situacdes em que os modelos mais
simples sdo propensos a falhar. Assim, os alunos poderiam fazer o experimento do

carrinho de massa m com o trilho desnivelado, analisar situagdes em que os corpos sdo



puxados por forcas mais ou menos desconhecidas, avaliar o dominio de validade da lei
de Hooke (colocando cada vez mais carga em uma mola até que a relacdo forca-
elongacdo seja desviada sensivelmente do regime linear) ou avaliar as varia¢des do

periodo de um péndulo que oscila com amplitudes ndo despreziveis.
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UNIDADE I — Fundamentos de Metrologia
Valor verdadeiro, precisao e exatidao

O valor verdadeiro de uma grandeza fisica experimental as vezes pode ser considerado

o objetivo final do processo de medicdo. Por essa razdo, o valor verdadeiro também
pode ser chamado valor alvo. Uma das maneiras de avaliar a qualidade do resultado de
uma medi¢do ¢ fornecida pelo conceito de exatidao, que se refere a proximidade da
medida com seu valor alvo. Mas outra qualidade muito importante de uma medida
experimental ¢ seu grau de precisdo, que se refere a dispersdao entre medidas repetidas
sob as mesmas condi¢des. Medidas precisas sdo menos dispersas, ou seja, quando
repetidas, elas tendem a fornecer os mesmos resultados (mas ndo necessariamente
resultados mais proximos do valor alvo). Assim, diferente do que ocorre com a
exatiddo, a avaliacdo da precisdo de uma medida ndo leva em consideracdo o valor
verdadeiro.

Por essas razdes, antes de se discutir os conceitos de precisdo e exatiddo, ¢ fundamental
ter uma boa compreensdo do conceito de valor verdadeiro e suas limitagdes. A esse
respeito, na maioria das situagdes, podemos assumir que a grandeza experimental possui
um tnico valor verdadeiro bem definido'. O que consideramos estar limitada é a nossa
capacidade de conhecé-lo exatamente, ainda que por meio de medigdes extremamente
cuidadosas.

Todo valor verdadeiro supdoe um modelo

A primeira vista, o pressuposto de que todas as grandezas fisicas possuem um valor
definido pode parecer uma tremenda obviedade. Por exemplo, ndo lhe parece 6bvio que

o planeta Terra possua uma massa bem definida? Que, ao ligar uma lampada, seu

" A rigor, como sera possivel perceber mais a diante neste texto, ha algumas situagdes em que ndo faz
sentido algum sustentar que o alvo de uma medi¢@o é um (Unico) valor verdadeiro, mas um conjunto de
valores, isto é, uma distribui¢do de valores verdadeiros. Neste texto, fazemos criticas ao conceito de valor
verdadeiro unico e bem definido sem rejeita-lo completamente.

1
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filamento esta sendo percorrido por uma corrente eficaz bem definida? Que a estatura
de uma pessoa possua um valor bem definido? Na verdade, ndo ¢ tdo 6bvio assim. A
rigor, todas as grandezas experimentais sdo especificadas por meio de modelos. Nesse
sentido, o valor (verdadeiro) de uma grandeza fisica s6 pode ser considerado bem
definido depois que algum modelo foi adotado.

Por exemplo, ao tomar um paquimetro para medir “0” didmetro de uma bolinha de
metal, estamos pressupondo que essa bolinha seja perfeitamente esférica, quando, na
verdade, ela pode ser elipsoidal, oval, irregular... A rigor, essa bolinha sé terd
verdadeiramente um valor de diametro se ela for esférica, ndo é verdade? Assim,

mesmo nas medi¢cdes mais simples, € impossivel determinar o mensurando sem adotar

alguns pressupostos e idealizacoes.

Se até o didmetro de uma bolinha depende de um modelo para que

Todas as grandezas
experimentais siao
determinadas por meio

se possa falar em seu valor verdadeiro, o que podemos dizer sobre de modelos

as medigOes realizadas nas industrias modernas e nos laboratorios de pesquisa? Nao sdo
essas medicdes mais sofisticadas que o nosso exemplo? Assim, podemos afirmar com
segurang¢a que todos os processos de medicdo dependem de pressupostos e idealizacdes

para serem realizados e todas as grandezas experimentais sdo determinadas por meio de

modelos.

O desconhecimento do valor verdadeiro

Outro problema com respeito ao valor verdadeiro de uma grandeza O valor verdadeiro de
uma grandeza

experimental ¢ que esse valor ¢ sempre desconhecido (VUOLO, experimental é sempre
desconhecido

1996). As unicas grandezas que tém seus valores verdadeiros
conhecidos exatamente sdo aquelas que ndo dependem de dados experimentais para
serem determinadas. Por exemplo: a razdo entre o comprimento e o didmetro de uma

circunferéncia (m = 3,1416...), a razdo éaurea (¢ = 1,6183...), o numero de Euler
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(e = 2,7183...). Grandezas experimentais sdo diferentes porque dependem de dados
experimentais para serem determinadas. Por exemplo: a constante da gravitagdo
universal, a corrente em um circuito elétrico, a temperatura no interior de um
calorimetro, o indice de refracdo de um material especifico.

O que define uma grandeza experimental ¢ a necessidade de recorrer a dados
experimentais para determiné-la. Portanto, padrdes internacionais de medida ndo podem
ser considerados grandezas experimentais (segundo essa defini¢do). Por exemplo, até
1983, o padrao internacional de comprimento era a distancia entre duas marcagdes feitas

em uma barra de platina iridiada mantida até hoje no Bureau International des Poids et

Mesures (BIPM, Franga). Considerando isso, se perguntdssemos nessa época “de quanto
¢ a distancia entre as marcacdes na barra de platina iridiada mantida no BIPM?”
qualquer pessoa deve ser capaz de responder sem fazer nenhuma medi¢do, pois, por
defini¢do, a distancia entre essas marcagdes era igual a 1 metro exatamente! Dessa
maneira, ndo podemos considerar que os padrdes internacionais de medida sejam
grandezas experimentais.

Enfim, séculos de pratica cientifica experimental nos levam a reconhecer que todos os
processos de medi¢do possuem alguma incerteza associada. Em outras palavras, nunca
podemos confiar completamente no resultado de uma medi¢do. Por esse motivo,
reconhecemos que o valor verdadeiro de qualquer grandeza experimental ¢ sempre
desconhecido e que os processos de medi¢ao sempre podem ser aprimorados.
Avaliando a qualidade da medicao

Como foi antecipado no inicio deste texto, exatiddo e precisdo sdo aspectos diferentes,
mas fundamentais, que precisam ser levados em consideragdo quando desejamos avaliar
a qualidade do resultado de uma medi¢do. Em metrologia, a ciéncia da medicdo, o

conceito de exatiddo (ou acuidade) refere-se ao grau de concordancia de uma medida
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com seu valor alvo. Ou seja, quanto mais proxima do valor verdadeiro correspondente,
mais exata ¢ a medida.

O conceito precisao (ou fidedignidade, ou reprodutibilidade), em contrapartida, refere-
se somente ao grau de dispersao da medida quando repetida sob as mesmas condigdes.
Em outras palavras, uma medida ¢ precisa se, repetida diversas vezes, apresentar
resultados semelhantes.

Como exatidao e precisdo sao qualidades bastante diferentes, ¢ possivel que o resultado
de uma medi¢ao seja exato e preciso, exato e impreciso, inexato e preciso ou inexato e
impreciso.

Analogia com o tiro ao alvo

Para compreender melhor os conceitos de exatiddo e precisdo, ¢ usual fazer analogia
entre o processo de medi¢do e um exercicio de tiro ao alvo. Na base dessa analogia esta
a ideia de que, assim como o objetivo de um atirador ¢ atingir o centro do alvo, o
objetivo da medicao ¢ determinar o valor verdadeiro do mensurando. A Figura 1 ilustra

quatro resultados possiveis em um teste de tiro.

/ Caso 01 Caso 02 Caso 03 Caso 04 \

®066

Figura 1. E possivel perceber a diferenca entre exatiddo e precisdo fazendo uma

analogia com um teste de tiro ao alvo.
Nos quatro casos da Figura 1, os tiros estdo dispostos de diferentes maneiras. Nos casos
1 e 2, eles estdo menos dispersos que nos casos 3 e 4. Também ¢ possivel perceber que,

nos casos 1 e 3, os tiros estdo distribuidos em torno do centro enquanto, nos casos 2 ¢ 4,
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a distribui¢do de tiros esta descentralizada.

Na nossa analogia, isso quer dizer que, nos casos 1 e 2, h4d mais precisdo. Ou seja,
quando a medi¢do foi repetida sob as mesmas condig¢des, ela produziu resultados
semelhantes (menos dispersos). Nos casos 1 e 3, hd mais exatiddo porque as medidas
estao distribuidas em torno do centro do alvo (o valor verdadeiro). O Quadro 1 resume
essas consideragoes.

Quadro 1. Exatidao e Precisao no teste de tiro.

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4

Exatidao. As medidas estdo distribuidas em torno

do valor verdadeiro? SIM NAO SIM NAO

Precisdo. As medidas estdo proximas umas das

SIM SIM NAO NAO
outras?

Essa analogia ¢ muito importante porque nos permite perceber que uma medida muito
precisa nem sempre ¢ a melhor. Por exemplo, sabemos que um micrdmetro ¢ mais
preciso que um paquimetro. Também sabemos que um paquimetro ¢ mais preciso que

uma trena. Pergunta-se: Qual desses instrumentos ¢ o melhor? Depende daquilo que

desejamos medir!
Os melhores instrumentos

nem sempre sao os mais
precisos, mas os mais
adequados

Imagine o que aconteceria se tentdssemos medir o comprimento

de uma mesa com um paquimetro! Utilizar instrumentos precisos

ndo garante uma medida exata. Por isso, os melhores instrumentos nem sempre sao os

mais precisos, mas os mais adequados a fidedignidade perseguida.
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Avalie sua compreensao!

Responda as questdes a seguir sobre o texto de apoio “Valor verdadeiro, precisiao e
exatidao”.

1. O que ¢ uma grandeza experimental? Por que a razdo entre o comprimento e o
didmetro de uma circunferéncia () ndo pode ser considerada uma grandeza
experimental?

2. Qual ¢ a diferenca entre exatiddo e precisdo? Dé exemplos que ilustrem as
definigoes.

3. Considere que A e B sejam dois procedimentos experimentais para medir a
mesma grandeza fisica. Com o procedimento A, foram obtidos os resultados:
2,00, 2,07, 2,05, e 1,97. Com o procedimento B, obtivemos: 2,00, 2,25, 2,43 e
1,72. Entao, podemos concluir que o primeiro procedimento ¢ mais exato que o
segundo? Justifique sua resposta.

4. Um grupo de estudantes deseja avaliar a qualidade de trés métodos alternativos
para determinar a aceleragdo local da gravidade. Assim, eles mediram a
aceleragdo local cinco vezes usando cada um dos trés métodos em questdo. Os
resultados obtidos encontram-se na Tabela 1. Considere ainda que, por um
quarto método, que pode ser considerado mais confiavel que esses trés, a
aceleragdo local da gravidade foi determinada resultando g = 9,798 m/s?. A
partir dessa informacdo, responda as perguntas a seguir justificando sua
resposta.

a. Qual dos trés métodos usados pelos estudantes pode ser considerado
mais impreciso?
b. Qual dos trés métodos pode ser considerado mais inexato?

Tabela 1. Resultados de medig@o da aceleracdo local da gravidade obtidos por meio de
trés métodos distintos.

Método | Resultados obtidos Média
A 10,78 m/s*; 8,79 m/s*; 10,77 m/s™; 8,79 m/s”; 9,78 m/s”. 9,782 m/s”
B 10,78 m/s*; 10,79 m/s*; 10,77 m/s*; 10,79 m/s*; 10,78 m/s>. | 10,782 m/s”
C 9,78 m/s*; 9,79 m/s*: 9,77 m/s”; 9,79 m/s*; 9,78 m/s”. 9,782 m/s”
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Os conceitos de erro e incerteza
Por mais que o sujeito que faz as medidas em um laboratorio seja competente e
caprichoso, os dados experimentais nunca terdo precisdo e exatiddo absoluta; porém,
alguns dados sdo mais precisos (ou exatos) do que outros, e ¢ necessario estabelecer
uma medida que permita verificar qudo bom ¢ o valor da medi¢do. Para isso dois novos

conceitos sao necessarios, os conceitos de erro e incerteza.

O Conceito de Erro

Na nomenclatura do Guia para Expressdo da Incerteza da Medi¢ao (JOINT
COMMITEE FOR GUIDES IN METROLOGY, 2008a), a palavra “erro” ¢ empregada
exclusivamente para indicar a diferenga entre o valor verdadeiro e o resultado de uma
medi¢do. Assim, para saber o erro de uma medida exatamente, ¢ preciso conhecer seu
valor verdadeiro®. Como o valor verdadeiro da maioria das grandezas de interesse

. , . . .3 . y - .
experimental é desconhecido a priori’, o conceito de erro tem pouco uso pratico, pois

Resultado da Medicao = Valor Verdadeiro + Erro

Por exemplo, sabendo que a velocidade da luz no vacuo ¢ definida exatamente como
c = 299.792.458 m/s, ¢ possivel calcular o erro de qualquer medi¢do dessa grandeza
subtraindo o resultado obtido no experimento pelo valor verdadeiro (conhecido por
definicdo). Assim, o calculo exato do erro so € possivel se soubermos, de antemao, qual
¢ o valor verdadeiro em questdo. Porém, apesar de ter pouco uso pratico, o conceito de
erro ¢ fundamental para se compreender de que maneira e por que motivos os resultados

das medicdes se desviam dos seus respectivos valores verdadeiros.

* Em parte, as controvérsias em torno do conceito de valor verdadeiro foram apresentadas no primeiro
texto desta unidade. Assim, ¢ importante lembrar que valores verdadeiros sdo definidos a partir de
modelos. Feita essa ressalva, para os objetivos deste livro, sempre poderemos imaginar que estamos
lidando com grandezas que possuem valores verdadeiros unicos e bem definidos.

3 A priori é uma expressdo da filosofia que, nesse caso, pode ser interpretada como “antes de realizar
qualquer experimento”.
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A questao das fontes de erro

Erro ¢ a diferenca entre o valor obtido em uma medigdo e

Fatores que contribuem para
que os resultados das

seu alvo, seu valor verdadeiro. De fato, existem varios medigGes se desviem dos

fatores em um processo de medi¢do que produzem erro, ou

chamados fontes de erro.

seus valores verdadeiros sao

seja, que contribuem para que o resultado da medicdo se desvie do seu alvo. Esses

fatores sao chamados fontes de erro.

Em um experimento real ha, geralmente, varias fontes de erro. Sem a pretensdo de

esgotar todas as fontes de erro possiveis de ser observar em um experimento, chamamos

aten¢do as seguintes:

a)

b)

c)

Calibragdo do instrumento. Todo instrumento de medigao deve ser calibrado

direta ou indiretamente com relacdo a um padrdo internacional de referéncia.
Como nenhum processo de calibracdo ¢ perfeito, temos ai uma fonte de erro.
Quanto mais imperfeita for a calibragdo do instrumento, tanto mais desviado
serd o valor obtido do seu valor verdadeiro. Por exemplo, a distdncia de 1,00 m
em uma trena comercial é, certamente, um pouco diferente (para mais ou para
menos) da distancia que verdadeiramente corresponderia a 1,00 m segundo
padrdes internacionais.

Condicdes de uso e armazenamento do instrumento. Dependendo do material

com que ¢ fabricado, das suas condi¢des de uso e armazenamento, o instrumento
pode se desviar do seu estado original. Por exemplo, uma régua de plastico pode
se dilatar, trincar ou deformar com o uso. Uma balanga pode sofrer pequenos
danos fisicos a cada vez que ¢ transportada do armdrio para a bancada de
trabalho. Da mesma maneira, todos os instrumentos estdo sujeitos, ao longo do
tempo, a perderem sua calibragdo original. Temos ai outra fonte de erro.

Interacdo instrumento-objeto. A interacdo entre o instrumento € o objeto da
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medicao pode alterar o valor verdadeiro da grandeza medida. Por exemplo, ao
medir a espessura de uma resma de papel com um paquimetro, é sempre
necessario pressionar a resma um pouco para retirar o ar que fica preso entre as
folhas. Porém, podemos estar comprimindo a resma de papel além do necessario
para eliminar o ar entre as folhas, alterando, assim, sua espessura verdadeira. Ao
mesmo tempo, se 0 paquimetro ndo a pressiona, ¢ possivel que um pouco de ar
fique preso entre as folhas. Assim, devido a interacdo entre o instrumento e
objeto, ¢ possivel que o resultado da medi¢do se desvie (para mais ou para
menos) do seu valor verdadeiro ou valor alvo. Esse tipo de erro ¢ evidente em
instrumentos elétricos, pois a simples introducdo do instrumento no circuito em
observagao altera as caracteristicas do circuito.

d) Varidveis que ndo conseguimos (ou niao desejamos) controlar. As grandezas

fisicas estdo relacionadas umas as outras. Por isso, para obter uma boa medida
de uma grandeza, ¢ fundamental que consigamos controlar as varidveis as quais
essa grandeza esta relacionada. Por exemplo, se desejamos medir o alcance de
um projétil, ¢ fundamental que consigamos controlar seu angulo de inclinagao,
sua altura de lancamento e sua velocidade inicial. Quanto mais essas grandezas
variarem além do nosso controle, tanto mais o alcance variara. Assim, cada
grandeza que ndo conseguirmos (ou ndo desejarmos) controlar precisamente
contribui para que o valor que obtemos ao final de cada medicdo se desvie do
seu alvo.

Embora seja impossivel neutralizar completamente todas as fontes de erro em um

experimento, ¢ fundamental tentar controla-las. As fontes de erro acima sdo toleradas na

medida em que sdo inevitdveis. Todo resultado experimental possui algum erro e

algumas fontes de erro estdo presentes até nas medidas feitas pelos pesquisadores mais



Lima Junior, P. et al. (2013) Laboratdrio de Mecanica

cuidadosos sob as melhores condi¢des de trabalho. Porém, ¢ importante destacar que a
impossibilidade de controlar completamente as fontes de erro nao justifica que o
experimento seja feito com desleixo, que vocé realize as medi¢des sem saber o que esta
fazendo ou que empregue os instrumentos de maneira inadequada. Em atividade
experimental, alguns erros sdo perdoaveis porque sdo inevitaveis, mas nem todos sao
inevitaveis...!

O conceito de incerteza da medicao

Por definicdo, incerteza pode ser considerada uma estimativa que quantifica a
confiabilidade do resultado de uma medi¢do. Quanto maior for a incerteza, tanto menor
serd a confiabilidade desse resultado. Paralelamente, ¢ importante destacar que incerteza
ndo ¢ erro. O célculo do erro depende de conhecermos o valor verdadeiro daquilo que
estamos medindo. Em contrapartida, o calculo da incerteza ndo tem esse tipo de
restricdo. A incerteza pode (e deve) ser calculada mesmo quando ndo temos nenhuma
ideia do valor verdadeiro em jogo. Por isso a incerteza ¢ um conceito muito mais
instrumental e com mais aplicabilidade que o conceito de erro.

Ha dois tipos de incerteza: do tipo A e do tipo B. As incertezas sdo de tipos diferentes
porque sdo calculadas por procedimentos distintos. No primeiro grupo de
procedimentos de avaliacdo da incerteza estdo todos os métodos que envolvem a analise
estatistica de uma série de observagdes. No outro grupo, o restante.

Por defini¢do, as avaliacdes da incerteza do tipo A dependem que seja feita uma série de

observagdes da mesma grandeza fisica. Nos exemplos deste livro, a avaliacdo da
incerteza do tipo A ocorre essencialmente quando calculamos o desvio padrao da média
de uma série de observagdes. Nesses casos, o resultado da medicdo ¢ a média das

observagoes.

10
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Avaliacao da Incerteza

Tipo A Tipo B
Métodos que envolvem Métodos que ndo dependem
analise estatistica de uma da analise de séries de
série de observagoes. observagdes.

Figura 2. Representacdo dos tipos de procedimento para avaliagdo da incerteza.

As avaliacdes da incerteza do tipo B sdo utilizadas Nos casos em que & muito dificil
realizar uma série de

principalmente quando ¢ muito dificil realizar observagdes observagdes, recorre-se a
avaliacao da incerteza do tipo B.

repetidas (ou quando ndo faz sentido realizar tais

observagdes). Do ponto de vista teorico, os procedimentos de avaliacdo da incertezada
do tipo B sdo bastante sofisticados, mas ndo precisam ser discutidos agora.

Assim como ocorre com a incerteza do tipo A, o resultado da avaliagdo da incerteza do
tipo B pode ser interpretado como um desvio padrdao. Ou seja, tanto a incerteza do tipo

A quanto a incerteza do tipo B pode ser utilizada para construir intervalos de confianga

(conforme veremos adiante). Enfim, o Quadro 2 resume os Incertezas do tipo A e B podem

ser interpretadas como desvios
procedimentos e defini¢des apresentados. padréo!

Este texto de apoio foi escrito com pretensdes introdutorias, levando em consideracao o
que ¢ usualmente necessario em laboratérios de Ensino de Fisica. Para uma
apresentacdo mais completa e especializada dos procedimentos de determinagdo da

incerteza da medi¢do, consulte as referéncias ao final deste livro.
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Quadro 2. Conceitos-chave da nomenclatura atual de metrologia.

Nome Significado/Defini¢cao Observacoes
Erro E igual a diferenca entre o resultado da | E muito 1til para compreender de que
medi¢do e o valor verdareiro. maneira ¢ por que motivos a medida se
desvia do seu valor verdadeiro. Contudo,
tem pouco uso instrumental, pois seu
calculo requer conhecer de anteméo o valor
verdadeiro em questdo.
Incerteza Estimativa que quantifica a confiabilidade | Pode ser obtida por meio de uma avaliagdo

do resultado de uma medi¢do. Quanto
maior for a incerteza, tanto menor sera a
confiabilidade desse resultado.

do tipo A ou do tipo B. Incerteza ndo ¢
erro!

Incerteza do
tipo A

Incerteza calculada a partir de um
procedimento que envolve observagdes
repetidas.

Nesse caso, o resultado de uma medigdo é
igual & média das observagdes e a incerteza
(do tipo A) ¢ igual ao desvio padrdo dessa
média.

Incerteza do
tipo B

Incerteza calculada a partir de um
procedimento que ndo envolve observagdes
repetidas.

Nesse caso, o resultado da medigdo ¢é igual
ao resultado da primeira (e Unica)
observa¢do. Assim como a incerteza do
tipo A, a incerteza do tipo B pode ser
interpretada como um desvio padrao.
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Avalie sua compreensao!

Responda as questdes a seguir sobre o texto de apoio “Os conceitos de erro e
incerteza”.

1. O que ¢ o erro de uma medi¢ao?

Quais sdo as possiveis fontes de erro em uma medi¢ao?

O que ¢ incerteza?

Qual ¢ a diferenca entre procedimentos de avaliacdo da incerteza do tipo A e do

2.
3.
4.

5.

tipo B?

Julgue as afirmagdes a seguir, marcando F para falso e V para verdadeiro.

a.

Na nomenclatura do Guia para Expressdo da Incerteza da Medicao, a
palavra “erro” ¢ empregada exclusivamente para indicar a diferenca
entre o valor verdadeiro e o resultado de uma medigao.

A incerteza ¢ uma estimativa que quantifica a confiabilidade do
resultado de uma medigao.

Incerteza do tipo A ¢ aquela obtida pela andlise estatistica de uma série
de observacoes.

Incerteza do tipo B ¢é a incerteza obtida por qualquer procedimento,
exceto os do tipo A.

A incerteza do tipo A sempre pode ser interpretada como um desvio-
padrdo; a incerteza do tipo B nem sempre pode.

6. Atribua ntimeros de 1 a 4 as afirmagdes a seguir conforme elas forem
correspondentes aos seguintes conceitos: (1) Erro; (2) Incerteza; (3) Incerteza
do tipo A; (4) Incerteza do tipo B.

a.

b.

Estimativa que permite quantificar a confiabilidade do resultado de uma
medicao.

O resultado de uma medi¢ao ¢ igual a média das observagdes ¢ a
incerteza ¢ igual ao desvio padrdo dessa média.

Igual a diferenca entre o resultado da medi¢ado e o valor verdadeiro.
Incerteza calculada a partir de um procedimento que ndo envolve
observacgdes repetidas.

Tem pouco uso instrumental. E preciso conhecer de antemio o valor
verdadeiro do mensurando para calcula-lo exatamente.

Incerteza calculada a partir de um procedimento que envolve
observacgdes repetidas.

Pode ser obtida por meio de uma avalia¢ao do tipo A ou do tipo B. Pode
ser utilizada para construir intervalos de confianga.
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Incerteza e algarismos significativos
Toda a medida experimental fornece informagdo limitada e nenhum processo de
medicdo ¢ completamente confidvel. Por isso ndo podemos expressar/registrar os
resultados da nossa medicdo de qualquer maneira, mas ¢ necessario deixar indicado
(para referéncia futura) o ponto até o qual se pode confiar no resultado obtido. Com
efeito, a questdo da confiabilidade do resultado de uma medicao estd intimamente ligada
as avaliagdes de incerteza do tipo A e do tipo B.
Neste texto apresentamos, por meio de dois exemplos, como determinar o niimero de
algarismos significativos de uma medi¢do a partir da sua incerteza. Nos textos
seguintes, aprenderemos como determinar as incertezas da medicao.
Exemplo 01: O comprimento de um clipe de papel
Em primeiro lugar, considere que desejamos medir o comprimento de um clipe de papel
usando uma régua cuja menor divisdo da escala ¢ o milimetro. A Figura 3 ilustra essa

situagao.

i I

lHIHHI‘IIIIHIIW
3 4 S

om

Figura 3. Medindo o comprimento de um clipe de papel com uma régua comum.
A partir da Figura 3, é possivel perceber que o comprimento do clipe de papel® esta
provavelmente entre 1,7 cm e 1,8 cm. Agora, considere que um aluno, olhando para
essa imagem, afirme que o clipe possui 1,7694852 cm. Que significado tém todos esses

algarismos?

Como ¢ possivel perceber, a maioria desses algarismos ndo tém : R -
Algarismos significativos sdo

aqueles que devemos
apresentar ao registrar o
resultado de uma medicao.

significado algum. Em outras palavras, podemos dizer que ndo

4 . . . . N .
Estamos considerando, nesse caso, que a principal fonte de incerteza deve-se a leitura da escala da
régua.
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sdo algarismos significativos. Além disso, se registramos o resultado da medi¢do com

tantos algarismos, podemos passar a impressdo de que essa medi¢do foi realizada com
uma precisdo incrivel, quando, na verdade, usamos o instrumento mais rudimentar
disponivel: uma régua escolar.

Exemplo 02: O alcance de um projétil

Outra situagdo muito usual em laboratérios de mecanica ¢ a realizagdo de experimentos
com langadores de projétil. Para tanto, considere o langamento horizontal de um projétil

representado esquematicamente na Figura 4.

SRR

Figura 4. Representagdo esquematica do lancamento horizontal de um projétil.
Aplicando um pouco de cinematica a essa situagdo, ¢ possivel deduzir que o alcance 4

de um langamento horizontal pode ser determinado pela altura de lancamento 4, pela

velocidade de lancamento v e pela aceleracdo da gravidade g (4 = v\/M). Porém,
observa-se experimentalmente que, mesmo quando tomamos todo o cuidado possivel
para controlar as varidveis v, 4, g ¢ o angulo de langamento, o alcance 4 do projétil
apresentara alguma variacao.

A Figura 5 diz respeito a um projétil langado horizontalmente 10 vezes sob as mesmas
condi¢des. Cada marcagdo na folha quadriculada identifica a posi¢do em que o projétil
tocou o chdo. Como ¢ possivel perceber, o alcance de cada langcamento ndo ¢ sempre o
mesmo. Para usar um conceito que ja aprendemos, a informagdo sobre o alcance do
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projétil € imprecisa (embora ndo seja necessariamente inexata).

>
180,0 185.0 A (cm)

Figura 5. Registro (em papel quadriculado) das posi¢des em que um projétil toca

o chdo apos ser lancado horizontalmente 10 vezes sob as mesmas condigdes.
Como ¢ possivel perceber a partir da Figura 5, o conjunto dos valores atribuiveis ao
alcance estd entre 183 e 185 cm. Agora, considere que um aluno, olhando para essa
imagem, afirme que o alcance do projétil ¢ igual a 184,46526 cm. Que significado
teriam todos esses algarismos?
Enfim, chamamos algarismos significativos aqueles que tém significado fisico e, por
isso, devem ser registrados ao se expressar o resultado de uma medig@o. A esse respeito,
existe uma pequena variedade de regras praticas que sdo utilizadas para determinar, em
cada caso, quantos algarismos nos podemos registrar, ou seja, quantos algarismos sao
significativos no resultado de uma medi¢do. Neste livro, propomos partir da incerteza
para determinar quais algarismos de uma medida s@o significativos e quais ndo o sdo.

A incerteza da medicao

Como nenhum processo de medicdo € completamente -
Incerteza ¢ uma grandeza que

confiavel, considerou-se importante criar uma grandeza a permite avaliar quantitativamente
> p g a confiabilidade do resultado de

uma medicao.

partir do qual seja possivel avaliar quantitativamente a

confianga que se pode ter no resultado de uma medicdo. Hoje em dia, o nome adotado

para essa grandeza é incerteza’. Quanto maior for a incerteza de uma medi¢io, menos

> O vocabulario adotado nesses textos de apoio é relativamente novo (tornou-se oficial em meados da
década de 1990) e diverge um pouco dos termos tradicionalmente empregados em laboratoérios didaticos.
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confiavel a medigao €.

Ao se registrar o resultado de uma medicao (por exemplo, em um relatério ou caderno
de laboratdrio), deve ser registrada também a incerteza dessa medigdo, pois a incerteza
da medigdo ¢ a unica maneira rigorosa de avaliar a confiabilidade da medida. Assim, a
expressdo da incerteza ndo ¢ opcional, mas obrigatdria para a apresentacdo e discussao
de resultados experimentais.

A saber, conhecimentos e habilidades relacionados as incertezas da medicdo tém
importancia em diversas situagdes profissionais tais como: (1) laboratdrios de pesquisa
(por exemplo, para planejar experimentos e comparar resultados experimentais obtidos
por técnicas diferentes); (2) industria (sobretudo no controle de qualidade da producao);
(3) laboratdrios de calibracdo e metrologia legal (por exemplo, na avaliacdo de
condi¢des de trabalho regulamentadas por lei); (4) sala de aula, tanto em educacgdo
basica como na educacdo superior (nesses contextos, a questdo da incerteza contribui
fundamentalmente para a discussdo da relagdo entre teoria e experimento e para a
superacao das visdes de ciéncia de senso comum).

Enfim, conhecimentos e habilidades relacionados a incerteza da medi¢do podem ser
considerados basicos para a formagao de licenciados e bacharéis em Fisica e, por isso,
precisam ser bem compreendidos.

Expressando a incerteza

A incerteza de uma medicdo é sempre expressa nas

O resultado de uma medicao
deve ser sempre expresso com a
mesma quantidade de casas
decimais que sua incerteza.

mesmas unidades do resultado dessa medicdo (por

exemplo, a incerteza de uma grandeza medida em metros,
deve ser expressa em metros). Além disso, a incerteza e o resultado da medi¢do devem

apresentar sempre o mesmo numero de casas decimais. E usual registrar a incerteza e o

Uma dessas divergéncias esta nos conceitos de erro e incerteza. Para o uso adequado desses conceitos,
recorra ao texto de apoio intitulado “Os conceitos de erro e incerteza”.

18



Lima Junior, P. et al. (2013) Laboratdrio de Mecanica

resultado da medi¢do da seguinte maneira:

[(resultado da medicdo * incerteza da medicdao) unidade de medida ]

A Tabela 2 ilustra a notacdo proposta, apresentando resultados e incertezas da medicao
de algumas grandezas.

Tabela 2. Resultados de medi¢ao obtidos em laboratdrio didatico.

Grandeza Resultado e incerteza da
medi¢cao
Aceleracio local da gravidade (9,795 + 0,003) m/s”
Constante elastica de uma mola metalica (3,02 £0,08) N/m
Coeficiente de atrito estatico Madeira/Aluminio (0,158 £0,002)

Como ¢ possivel perceber da Tabela 2, os resultados de todas as medi¢des sdo sempre

expressos com a mesma quantidade de casas decimais que
A incerteza e o resultado da

medicao devem ser expressos
sempre com a mesma
quantidade de casas decimais

suas respectivas incertezas. Assim, a incerteza impde

limites a quantidade de algarismos que utilizamos para

representar os resultados. Ou seja, € a incerteza que determina quais algarismos do

resultado de uma medig¢do sdo significativos (e devem ser registrados) e que algarismos

ndo tém significado (e devem ser omitidos no registro). Em outras palavras, ¢ preciso
saber a incerteza da medi¢do para avaliar quais sdo os algarismos significativos do
resultado de uma medigdo. Ou seja, na pratica, para determinar o nimero de algarismos
significativos de uma medida, ¢ preciso conhecer minimamente os procedimentos de

avaliagdo da incerteza do tipo A e do tipo B.
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Avalie sua compreensao!

Responda as questdes a seguir sobre o texto de apoio “Incerteza e algarismos
significativos”.

1. O que sdo algarismos significativos?

2. De que maneira, partindo da incerteza da medi¢do, pode ser determinada a
quantidade de algarismos significativos do resultado dessa medig¢ao?

3. Em metrologia, o que ¢ a incerteza? Qual ¢ a relacdo entre a incerteza de uma
medi¢do e a confiabilidade que se deve ao resultado dessa medi¢ao?

4. Considere que um aluno realizou medi¢cdes de comprimento, obtendo os
seguintes resultados: (39,5 £ 0,5) mm; (1,05 + 0,005) mm; (120,0 + 0,5) mm;
(19,50 £ 0,5) mm. Quais ndo estdo expressas com a quantidade correta de
algarismos significativos?
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A avalia¢ao da incerteza do tipo A
Incerteza e flutuacio estatistica
Quando realizamos uma série de observacdes do mesmo mensurando sob as mesmas

condi¢des, podemos obter resultados diferentes. Essa variabilidade dos resultados das

medigdes ¢ chamada flutuacdo estatistica e, em geral, ¢ resultado de fatores que nao
conseguimos (ou ndo desejamos) controlar experimentalmente®. Em um processo de
medi¢do cuidadoso, varios fatores podem ser controlados ou eliminados, porém, como
esse controle ¢ imperfeito, o resultado da medicdo geralmente estara sujeito a alguma
variabilidade.

Além disso, a presenca de flutuagdes estatisticas esta relacionada a precisdo da medicao.

Medidas mais precisas flutuam menos e medidas menos

Medidas muito variaveis sao
medidas pouco confiaveis.

precisas flutuam mais. Assim, a variabilidade esta relacionada
a confiabilidade. Medidas muito varidveis sdo medidas pouco confiaveis. Enfim,
quando realizamos uma avaliagdo da confiabilidade do resultado de uma medicdo a
partir das flutuacdes estatisticas observadas, estamos realizando uma avaliagdo da
incerteza do tipo A.

Descrevendo e condensando um conjunto de dados

A avaliacdo da incerteza do tipo A geralmente ¢ um processo bastante rapido e simples.
Porém, para entendermos realmente o que estamos fazendo, ¢ necessario conhecer
algumas ferramentas estatisticas utilizadas para descrever e condensar conjuntos de
dados. Sdo elas: (1) Tabelas de distribui¢do de frequéncias, (2) Histogramas, (3) Média

e (4) Desvios padrao.

% Em texto de apoio anterior, intitulado “Incerteza e algarismos significativos”, vimos um exemplo
bastante ilustrativo dessa situagdo. Nele, desejavamos avaliar o alcance de um projétil lancado
horizontalmente com velocidade v a partir de uma altura 4 conhecida. Apesar de os parametros mais
importantes (velocidade, altura, angulo de lancamento e aceleragdo da gravidade) serem mantidos
aproximadamente constantes, o projétil atingiu o solo em posi¢des bastante diferentes apods cada
lancamento (veja Figura 5). A variabilidade observada para o alcance em cada langamento ilustra a
chamada flutuacgdo estatistica.
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Um exemplo: Determinacio da aceleracio local da gravidade

Para compreendermos essas ferramentas, considere o caso do professor Fernando, que
desejava determinar experimentalmente a aceleracdo local da gravidade. Imbuido de
extrema paciéncia, ele lancou um corpo massivo a partir do repouso 396 vezes! Em
cada langamento, ele mediu o tempo de queda do corpo com um crondmetro esportivo.
A partir do tempo de queda e da altura de langamento, que era conhecida, foi possivel
estimar um valor para a acelerag@o local da gravidade em cada lancamento.

Como o crondmetro esportivo € operado manualmente, o tempo de queda observado em
cada lancamento dependera muito do tempo de reacdo do sujeito que realiza a medigao.
Eventualmente, a medida do tempo de queda subestimard o tempo de queda real. Em
outras observagdes, o tempo de queda medido sera superior ao real. Isso ocorre porque
(tanto no inicio quanto no fim do movimento) o operador do crondmetro esta sujeito a
antecipar-se ou atrasar-se ao movimento real que estd observando. Em geral, os
instantes em que ele pressiona os botdes do crondmetro ndo coincidem exatamente com
os instantes de inicio e término do movimento de queda.

Nao ¢ dificil demonstrar que, em um movimento de queda livre, a aceleragcdo da
gravidade g pode ser determinada a partir da altura h e tempo de queda t a partir da
expressio g = 2h/t2. Portanto, quando o tempo de queda observado for maior que o
tempo de queda verdadeiro, a aceleracdo da gravidade serd subestimada; quando o
tempo de queda for menor que o tempo verdadeiro, a aceleragdo da gravidade sera
superestimada. Enfim, o primeiro problema que precisamos resolver ¢ o de visualizar e
analisar os 396 valores obtidos para a aceleracgao local da gravidade!

A tabela de distribuicio de frequéncias

Em primeiro lugar, vamos observar a Tabela de distribuicao de frequéncias (Tabela 3).

Ela deve ser lida da seguinte maneira: o valor g = 17,1 m/s? foi obtido duas vezes; o

22



Lima Junior, P. et al. (2013) Laboratdrio de Mecanica

valor g = 16,2m/s? foi obtido uma vez; o valor g = 15,3 m/s? foi obtido uma vez...
A Tabela 3 também permite afirmar que os valores mais frequentes foram g =
10,2m/s? e g = 9,4m/s?, com 38 ocorréncias.

Como ¢ possivel perceber, a Tabela de distribui¢do de frequéncias ja ¢ uma maneira
bastante condensada de apresentar os dados obtidos. Imagine o que aconteceria se
fossemos listar aqui cada observagdo individualmente! Seria necessaria uma tabela com
396 entradas e nos dificilmente teriamos uma boa visualizagdo de quais valores sdo
mais frequentes e quais ocorrem mais raramente. Assim, quando estamos trabalhando
com um conjunto grande de observacdes em que alguns valores se repetem, ¢

interessante trabalhar com uma tabela de distribuicao de frequéncias.

Tabela 3. Tabela de distribuicdo de frequéncias para os resultados de 396 observacdes
da aceleracdo da gravidade.

g (m/sz) Frequéncia
17,1 2
16,2 1
15,3 1
14,5 7
13,7 10
13,0 27
12,4 21
11,8 25
11,2 33
10,7 21
10,2 38
9.8 32
94 38
9,0 27
8,6 31
8,2 21
7.9 8
7,6 15
7,3 16
7,0 7
6,8 5
6,5 2
6,3 2
6,1 1
5,9 3
55 2

Histogramas
Outra ferramenta importante para condensar um conjunto de dados ¢ o Histograma, que
¢ basicamente um grafico de barras que permite uma visualizagdo dos dados ainda mais
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condensada que a Tabela de distribuigdo de frequéncias. A saber, o primeiro passo para
a elaboracdo de um histograma ¢ definir intervalos (geralmente de mesma largura) para
agrupar os dados. No presente exemplo, foram escolhidos intervalos com 1,25 m/s? de
largura a partir do valor g = 5,0 m/s?. O resultado pode ser visualizado no Grafico 1.

O Histograma representado no Grafico 1 deve ser lido da seguinte maneira: No universo
das 396 observagdes de g, menos de 10 observagdes ocorreram entre 5,0 m/s? e
6,25 m/s?; um pouco mais de 30 observagdes ocorreram entre 6,25 m/s? e
7,5 m/s?; aproximadamente 95 observagdes ocorreram no intervalo de 7,5 m/s? a

8,75 m/s?...

Griéfico 1. Histograma representando graficamente os dados apresentados na Tabela de
distribuicdo de frequéncias (Tabela 3).
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Como ¢ possivel perceber, o Histograma privilegia observar que os valores de
aceleragdo da gravidade obtidos encontram-se, mais frequentemente, entre 7,5m/s? e

11,25m/s?. Igualmente, o Histograma sugere que, apesar da grande dispersio dos
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valores obtidos para a aceleragdo da gravidade, a média desses valores deve estar
proxima a 10,0 m/s?.

Média e Desvio padrao dos dados

Uma maneira ainda mais condensada de representar um conjunto de dados ¢ a Média

dos dados e o Desvio padriao dos dados. Sobre a média, ndo ha mistério. Ela resulta da

soma de todos os dados obtidos, dividida pelo nimero de dados. Geralmente, a média
de uma grandeza ¢ representada com um trago sobre o simbolo usado para representar a
variavel (ex.: a média dos valores da varidvel g ¢é representada por g). A seguir,
indicamos como calcular a média dos n valores (com n = 396) atribuidos por Fernando

a aceleragdo local da gravidade’:

g_:gl+gz+”‘+gn_ i=19i

n n

No caso do experimento conduzido por Fernando, o valor médio obtido para a
aceleragdo da gravidade foi § = 10,0 m/s?. Por outro lado, vocé deve concordar que,
se informamos somente o valor médio das observagdes de Fernando, estamos omitindo
uma informacdo muito importante: a variabilidade das suas observagdes. Em um
histograma, a variabilidade esta relacionada a largura da distribui¢dao. Quanto mais larga
for a distribui¢do, quanto mais dispersos estiverem os dados, maior ¢ sua variabilidade.
O Grafico 2 representa bem essa questdo. Como ¢ possivel perceber, o histograma da

direita ¢ mais estreito que o histograma da esquerda.

" Quando temos em méos uma Tabela de distribuicdo de frequéncias (Tabela 3), calcular a média de uma
variavel fica um pouco mais simples. Em vez de fazer uma soma de todas as n observagdes (no caso,
n = 396), fazemos uma soma sobre cada linha da tabela. Seja f; a frequéncia do k-ésimo valor distinto
que a variavel g assume. Seja também m o nimero de linhas da Tabela de distribuicdo de frequéncias.
Em outras palavras, seja m o nimero de valores distintos que a variavel g assume nessa tabela. Nesse
caso, vocé deve ser capaz de demonstrar que o valor médio g também pode ser calculado pela seguinte
expressao:

f191 + 292 + = + fmGm _ Xk=1fkGk

fitfat ot fn Yi=1fi

g:
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Griafico 2. Comparagdo entre dois histogramas com valor médio igual a 10,0 e
diferentes variancias. Como ¢ possivel perceber, o histograma da direita ¢ mais estreito.
Portanto, a variabilidade dos seus dados é menor.

\ _

\ _ \

£ ?

1
5,0 75 10,0 125 15,0 175 5,0 75 10,0 125

T
15,0 175

Para avaliar essa dispersdo (ou seja, para avaliar o quanto o

O desvio padrdo é uma
medida da variabilidade de
uma série de medidas.

conjunto dos dados estd afastado da média) usamos uma

quantidade muito importante chamada desvio padrao.
O desvio padrdo ¢ uma maneira de medir a variabilidade de um conjunto de dados.
Quanto maior for a flutuacdo estatistica dos dados, quanto maior for sua imprecisdo,
maior serd o desvio padrdo. Assim, o desvio padrdo ¢ um elemento-chave na avaliagdo
da confiabilidade de dados experimentais.

Enfim, o Desvio padrdo dos dados ¢ definido pela seguinte expressio®:

91—+ (G2 — G+ +(n—9)? _ |ZiL.(9i — 9)*

Sg = n—1 n—1

g

Observe que, como o desvio padrdo resulta de uma soma de diferengas elevadas ao

quadrado, ele sempre sera positivo. Igualmente, como ele resulta da raiz quadrada de

¥ Igualmente, vocé deve ser capaz de demonstrar que o Desvio padrio dos dados pode ser obtido a partir
de uma Tabela de distribuicdo de frequéncias pela seguinte expressdo:

_ Jfl(gl—gﬂ+f2(g2—g)2+~~+fm(gm—g)2_ Jz;tlfk(gk—g)z

S

ittt fm—1 T CMifo-1
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uma soma de termos ao quadrado, o desvio padrdo preserva sempre a mesma unidade
em que sdo expressos os dados (no caso dos dados coletados pelo professor Fernando,
unidades de aceleragao).

Apesar de ndo possuirem o mesmo apelo grafico do Histograma, a média e o desvio
padrdo sdo geralmente informagdes mais faceis de obter e sdo suficientes para
especificarmos os valores que podem ser razoavelmente atribuidos a uma grandeza
fisica. No exemplo do professor Fernando, encontrou-se o seguinte valor para o desvio
padrdo dos dados: S; = 2,0m/ s2. A partir dessa informagio, ¢ razodvel esperar que 0s
dados estejam bastante condensados no intervalo de g —S; a g+ S,. Com efeito,
observa-se, a partir do Histograma (Grafico 1), que uma fracdo importante dos valores
atribuidos a g encontra-se entre 8,0 m/s? e 12,0 m/s2. Ou seja, é razoavel esperarmos,
ao realizar outra medi¢do individual sob as mesmas condi¢des, que o proéximo valor
observado de g ocorra entre 8,0m/s? e 12,0m/s?. Esse intervalo pode ser
representado de maneira compacta por (10 + 2) m/s2.

A reducio da variabilidade

Como ¢ possivel perceber, tomadas individualmente, as observagdes feitas pelo
professor Fernando sdo muito dispersas, pouco precisas, pouco confidveis. Porém, uma

maneira de melhorar a confiabilidade do resultado de uma medi¢do ¢ tomar por

resultado a média de uma série de observacgdes. Esse O resultado de uma medicdo sera,
preferencialmente, a média de uma

procedimento reduz as flutuagdes estatisticas, pois a serie de observacdes.

média de uma série de observacdes experimentais sempre flutua menos que as
observagoes individuais.

A Figura 6 representa trés séries de observagdes imprecisas. Como € possivel perceber,
individualmente, as observagdes estdo distantes do centro do alvo (que representa o

valor verdadeiro do mensurando). Entretanto, se calcularmos o valor médio em cada
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uma dessas séries de observacdes, perceberemos que essas médias sdo muito mais
confidveis (estdo geralmente mais proximas ao valor verdadeiro e flutuam menos) que

as observagoes individuais.

4 )
@.

\_ J

Figura 6. Os pontos pretos representam trés rajadas de projéteis imprecisamente

langados contra cada alvo. As marcagdes em forma de “x” representam as médias
das posi¢cdes dos pontos atingidos por cada rajada de tiro. Como ¢ possivel
perceber, apesar da imprecisdo da rajada, as posi¢des das médias tendem a ocorrer
préoximas ao centro do alvo. Isso ilustra por que motivo as médias tendem a ser
mais confidveis que observagdes individuais quando desejamos estimar o valor de
um mensurando.

Assim, como existe um desvio padrdo dos dados (que quantifica a dispersdo desses

dados em torno da média), podemos definir um desvio padrao 0 desvio padrio da média é
uma medida da variabilidade
da média, que quantifica a variabilidade dessa média. Enfim, é dessa média.

possivel demonstrar que o desvio padrdo da media S5 se relaciona com o desvio padrdo

dos dados S; pela seguinte expressao:

_Sg _ i=1(9: — 9)*
9 n nn—1)

No caso do experimento do professor Fernando, como o desvio padrao dos dados
resultou S; = 2,0m/s?, com n = 396, temos S; = 2,0/v396 = 0,1 m/s?. Portanto, ¢

razoavel esperar que, se o professor Fernando repetisse todas as 396 observagdes
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novamente, a média das outras 396 observacdes ocorreria provavelmente dentro do
intervalo que vai de 9,9 m/s? a 10,1 m/s?. Esse intervalo pode ser representado de
maneira compacta por (10,0 £+ 0,1) m/s2.

A distribuicdo normal ou Gaussiana

A essas alturas € razoavel que vocé esteja um pouco apavorado: Serd que a avaliagdo da
incerteza do tipo A sempre requer a realizar centenas de observagdes?! Evidentemente,
o procedimento adotado pelo professor Fernando niao ¢ a melhor maneira de estimar a
aceleragdo da gravidade. Em situagdes reais de laboratério, nos dificilmente
realizariamos tantas observagdes de uma grandeza. Em geral, o que fazemos ¢ imaginar
como deveria ser a distribui¢ao de frequéncias para a grandeza que estamos observando.
Ou seja, imaginamos qual histograma deveriamos obter se tivéssemos feito algumas
centenas de medidas, mas quase nunca realizamos tantas observagdes!

Para imaginar distribuicdes de frequéncia sem realizar centenas de observagdes
repetidas, nds lancamos mao de distribuigdes consagradas na literatura as quais ¢

razoavel admitir que nossos dados pertengam. Dentre elas, a mais importante ¢ a

distribuicdo normal (também chamada distribuicdo gaussiana) que se encontra
representada no Grafico 3. Como ¢ possivel perceber a partir desse grafico, a
distribuicdo normal ¢ suave e simétrica. Ela possui uma “forma de sino”, decrescendo
rapidamente na medida em que nos afastamos de sua regido central.

A distribui¢do normal ¢ importante especialmente pelo seguinte motivo. O resultado de
uma série de observagdes repetidas ¢ preferencialmente a média dessa série de
observagdes. Por outro lado, para um nimero suficientemente grande de observagoes, o
conjunto das médias dessas observacdes se distribui de acordo com a distribuicdo
normal. Por isso, ¢ usual pressupormos que estamos lidando sempre com varidveis

normalmente distribuidas. Para exemplificar essa situagcdo, observe as semelhancas
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entre o Histograma de uma distribui¢do gaussiana (Grafico 3) e os histogramas
representados no Grafico 2.

Enfim, ¢ muito raro que se faga um histograma de observa¢des experimentais. Como
geralmente podemos pressupor que estamos lidando com uma distribuicdo gaussiana,
basta conseguirmos avaliar a média e seu desvio padrao dessa distribuicdo para termos
uma boa ideia de como ¢ o conjunto dos valores que podem ser razoavelmente

atribuidos a grandeza que estamos medindo.

Grifico 3. Histograma representando uma Distribui¢ao gaussiana.
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Além disso, sabemos que, para uma distribuicio gaussiana, o intervalo (X + Sy)
compreende 68% da distribui¢do. Igualmente, o intervalo (X + 2S5y) compreende 95%
da distribuicdo (vide Grafico 3). Assim, assumindo que a distribuicdo dos valores de
aceleracdo da gravidade encontrados pelo professor Fernando ¢ aproximadamente
normal. Sem olhar para os histogramas, podemos afirmar que: (1) se o professor fizesse
uma nova observacao sob as mesmas condi¢des, a chance de que o valor obtido se situe
entre 8,0 m/s? ¢ 12,0 m/s?, & de 68%; (2) se o professor Fernando realizasse outros
396 langamentos, a média dos novos langamentos deve ocorrer entre 9,8 m/s? e

10,2 m/s? com 95% de confianga.
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Avalie sua compreensao!

Responda as questdes a seguir sobre o texto de apoio “Avaliacdo da incerteza do
tipo A”.

1.
2.

3.

O que ¢ a flutuacao estatistica de dados experimentais? A que ela ¢ devida?
Qual ¢ a relagdo entre flutuagdo estatistica e a confiabilidade do resultado de
uma medigao?

Discuta a seguinte afirmacdo: “A flutuacdo estatistica ¢ sempre resultado do
desleixo do pesquisador, da sua falta de cuidado com a coleta de dados. Por
isso, quanto maior for a flutuagdo estatistica de um conjunto de dados, menor
sera sua confiabilidade”.

Por que o resultado de uma medi¢do deve ser preferencialmente a média de
uma série de observagdes?

Qual ¢ o significado do desvio padrao de um conjunto de dados? Como se
calcula esse desvio padrao?

Qual ¢ o significado do desvio padrio da média de um conjunto de dados?
Como se calcula esse desvio padrao?

O histograma abaixo (Grafico 4) apresenta os resultados para a medi¢do do
periodo de um péndulo fisico.

Grifico 4. Histograma representando um conjunto de medidas do periodo de um

péndulo fisico.
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a. Organize uma tabela contendo os periodos medidos e a frequéncia de
cada periodo medido.

b. Quantas medidas foram realizadas?

c. A partir da tabela organizada calcule a média, o desvio padrao do
periodo e o desvio padrao da média do periodo, mostrando que resultam
em 2,055 s, 0,1276 s e 0,0285 s respectivamente.

d. E verdade que, em face desses resultados, é possivel afirmar que o
periodo médio do péndulo ¢ 2,06 s com incerteza de 0,03 s?
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A avaliacio da incerteza do tipo B

Segundo o Guia para Expressdo da Incerteza na Medicdo (JOINT COMMITEE FOR
GUIDES IN METROLOGY, 2008a), em condi¢Oes ideais, todas as incertezas em

laboratorio seriam avaliadas por procedimentos do tipo A. Como isso nem sempre ¢é

possivel, ¢ importante introduzir os métodos de avaliacdo da

incerteza do tipo B, que dispensam a andlise de estatistica de

AvaliagOes da incerteza
do tipo B dispensam
anadlise estatistica de

observacoes repetidas.

observacdes repetidas. Geralmente causa algum constrangimento
(mesmo aos especialistas da area da Fisica) o fato de que as avaliacdes da incerteza do
tipo B, muito mais que as avaliagdes da incerteza do tipo A, dependem
fundamentalmente da maturidade, da intui¢do e do conhecimento que o experimentador
tem acumulado sobre seus instrumentos e procedimentos de medi¢do. Contudo, ¢
preciso destacar que avaliagdes do tipo A e do tipo B, quando executadas corretamente,
sdo igualmente confiaveis na determinagdo da incerteza de uma medicao.

Quando usar uma avaliacdo do tipo B?

As avaliagdes da incerteza do tipo B sdo utilizadas principalmente quando ¢ muito
dificil realizar observacdes repetidas (ou quando ndo faz sentido realizar tais
observagdes). Com efeito, ha varios experimentos em Fisica que levam vdrias horas (até
dias!) para serem realizados. Também ha aqueles que consomem materiais tdo caros que
ndo ¢ muito rentavel repeti-los. H4 também muitas medi¢des que sdo rapidas e baratas,
mas ndo apresentam variabilidade observavel. Por exemplo, considere que desejamos

medir o comprimento de um clipe de papel (Figura 7).

il U UL A

om

Figura 7. Medindo o comprimento de um clipe de papel com uma régua comum.

Em geral, quando uma pessoa avalia o comprimento de um clipe como esse em,
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digamos, 17,5 mm, observando o mesmo clipe uma segunda vez,
Algumas medigées,

fara a mesma leitura. Dessa maneira, como uma lista de

estatistica

quando repetidas, nao
apresentam flutuagao

observagdes repetidas idénticas ndo traz nenhuma informagao sobre
a confiabilidade dessas observagdes, ndo faz sentido realizar uma avaliacdo do tipo A.
Se insistissemos em realizar uma avaliacdo da incerteza do tipo A com uma tabela de
dados idénticos, chegariamos necessariamente a um desvio padrdo nulo! Como
nenhuma grandeza experimental ¢ completamente confidvel, ndo poderiamos tomar o
desvio padrao de um conjunto de dados idénticos como medida da sua incerteza. Para
entender o que estd acontecendo quando uma grandeza experimental ndo apresenta
flutuacdo estatistica perceptivel, sdo uteis os conceitos de erro sistematico e erro
aleatorio.

Componentes aleatorias e sistematicas do erro

Em um texto especifico sobre os conceitos de erro e incerteza, destacamos que toda a
grandeza experimental estd sujeita a vdarias fontes de erro, tais como: calibragdo do
instrumento, condi¢des de uso e armazenamento, interagdo instrumento-objeto e o efeito
de variaveis que ndo conseguimos (ou ndo desejamos) controlar. A esse respeito,
quando estamos pensando em trabalhar com um conjunto de observagdes repetidas sob
as mesmas condic¢des, faz sentido organizar as fontes de erro em duas componentes

chamadas: (1) erro aleatério e (2) erro sistematico.

Erro = Erro Aleatorio + Erro Sistematico

Erro aleatorio ¢, por defini¢do, a componente do erro que varia entre observacgoes

repetidas sob as mesmas condi¢gdes. Portanto, o erro aleatdrio € 0 erro aleatério &

responsavel pelas
responsavel pelas flutuacdes estatisticas. Quanto maior for a | flutuagdes estatisticas

componente aleatéria do erro, maior serd chance de observarmos flutuagdes estatisticas.

Erro sistematico ¢ a componente que ndo varia entre observagdes repetidas, alterando
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sistematicamente o resultado de uma medi¢cdo sempre no mesmo sentido e da mesma
quantidade. Nessa componente de erro, ndo ha flutuacao.

Para ilustrar o erro sistematico, considere que a régua com que medimos o clipe de
papel (Figura 7), devido a uma imperfei¢cao de fabricacdo, acrescente um milimetro a
cada centimetro de tudo aquilo que ela mede. Dessa maneira, enquanto nossa leitura
indica que o clipe possui 17,5 mm, ele possuira realmente algo em torno de 16,5 mm.
Claro que, quando temos esse tipo de informac¢do em maos, somos obrigados a fazer
uma correcdo. Ou seja, se soubéssemos que a régua em questdo acrescenta exatamente
um milimetro a cada centimetro, seriamos obrigados a corrigir todas as medidas obtidas
com esse instrumento antes de publica-las. Contudo, mesmo ap6s efetuar tais corregoes,
restard sempre alguma incerteza sobre a resolugdo, fabricacdo e calibracdo dos
instrumentos de medida que estamos empregando. Ao lado disso, como ¢ possivel
perceber, devido ao seu carater sistematico, algumas componentes da incerteza no
comprimento do clipe de papel ndo poderiam ser avaliadas adequadamente por uma
série de observagdes repetidas desse comprimento’. Enfim, se a analise de flutuagdes
estatisticas ndo resolve o problema, o que fazemos para avaliar a incerteza em situagdes
como essa?

Como fazer uma avaliac¢io do tipo B na pratica?

Quando feita muito rigorosamente, a avaliacdo da incerteza do tipo B pode ser bastante
complexa (a um nivel raramente utilizado na pratica tanto na pesquisa bésica quanto na
industria). Por ndo considerarmos essencial que alunos de gradua¢do dominem essa
técnica, nos a apresentamos separada no Apéndice D ao final deste livro. Na prética,

para uma avaliagdo do tipo B, basta saber que ela estd sempre fundamentada na

? E tentador fazer uma correspondéncia entre erro aleatério e incerteza do tipo A, entre erro sistematico e
incerteza do tipo B. Contudo, o Guia (JOINT COMMITEE FOR GUIDES IN METROLOGY, 2008a)
destaca que, em algumas situagdes, essa correspondéncia ndo se sustenta. Por isso, prefere-se classificar a
incerteza em funcdo do procedimento usado para determina-la (estatistico ou ndo) em vez da natureza
sistematica ou aleatoria das componentes de erro.
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experiéncia pratica acumulada pelos cientistas com seus instrumentos e procedimentos

de medida. Em geral, os especialistas neste ou naquele procedimento t€ém uma ideia
muito boa do quanto (ndo) podem confiar em seus instrumentos e procedimentos.

Considere por exemplo, o caso da régua, que ¢ geralmente o instrumento de medida
mais simples que temos ao nosso alcance. A menor divisdo da escala da régua ¢ de
1,0 mm. Algumas pessoas sustentam que a incerteza (do tipo B) de medicdes feitas com
a régua ¢ de 0,3 mm. Outros, mais conservadores, estimam essa mesma incerteza em

0,5 mm. Se vocé tiver curiosidade para saber como podemos chegar a esses valores,

consulte o Apéndice D. Porém, como regra pratica, basta Incerteza do tipo B de

medidas com instrumentos
saber que a incerteza de medidas feitas com instrumentos de analégicos: metade da
menor divisao da escala.

escala como a régua é geralmente considerada igual 8 metade

da menor divisdo da escala.

No caso de instrumentos digitais (ex., alguns tipos de crondmetros, termdmetros e
balangas) ndo ha escala e a regra pratica de avaliacdo da incerteza precisa ser um pouco
diferente. A menos que o fabricante dé uma informagdo diferente, considera-se

tradicionalmente que a incerteza de medic¢oes feitas com instrumentos de leitura digital

sdo iguais ao menor valor ndo-nulo que o mostrador é capaz

Incerteza do tipo B de
medidas com instrumentos
digitais: menor valor nao-

nulo do mostrador.

de apresentar. Por exemplo, se o visor de um termometro

digital nos mostra a temperatura de 23,4 °C, consideramos
que sua incerteza é de 0,1 °C (a menos que o fabricante dé uma informagéo diferente).
Igualmente, se uma balancga digital nos mostra uma massa de 456,5 g, consideramos que
a incerteza dessa medi¢do ¢ de 0,1 g.

Com essas regras praticas, vocé devera ser capaz de avaliar a incertezas em medicdes

nos casos em que uma avaliag¢do do tipo A nao puder ser feita.
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Avalie sua compreensao!

Responda as questdes a seguir sobre o texto de apoio “Avaliacdo da incerteza do
tipo B”.

1. Qual ¢ a diferenga entre avaliagdes da incerteza do tipo A e avaliagdes da
incerteza do tipo B?

2. Em quais situagdes pode ser utilizada uma avaliagao da incerteza do tipo B?

3. O que distingue a componente aleatoria da componente sistematica do erro de
uma medida? Dé exemplos.

4. Qual ¢ a incerteza de uma medicao feita com um paquimetro (cuja menor
divisdo da escala ¢ 0,1 mm)? Lembre-se que o paquimetro ¢ um instrumento
analogico.
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Medicdes indiretas e propagacio da incerteza
Medicoes indiretas
Os instrumentos de medida realmente necessarios em um laboratério de mecanica sdo
poucos, pois, munidos de uma trena, um crondmetro e uma balanca, ¢ possivel realizar
diversas medigdes. Isso ocorre porque as grandezas fisicas estdo relacionadas umas as
outras e podemos inferir uma a partir das medidas de outras.
E muito comum realizarmos medi¢des indiretas. Por exemplo, podemos determinar a
velocidade média de um corpo dividindo seu deslocamento pelo intervalo de tempo
correspondente. Da mesma maneira, € possivel calcular a densidade de pecas metalicas
dividindo sua massa (medida com uma balanga) pelo seu volume (medido com régua e
paquimetro).
A realizagdo de uma medi¢do indireta sempre supde um modelo matematico que
descreva a relacdo entre as grandezas envolvidas. No contexto desta disciplina, ndo
estamos interessados em um tipo qualquer de modelo matematico, mas somente
naqueles que resultam de pressupostos fisicos. Por exemplo, considere que desejamos
determinar a aceleragdo da gravidade usando um péndulo. Nesse caso, ¢ possivel
deduzir das leis de Newton (acrescentados alguns pressupostos especificos) que, para

um péndulo simples, vale a seguinte relagao:

l
T =2 |—
g

Nessa equacdo, T € o periodo do péndulo, [ é o comprimento e g € a aceleracdo local da

gravidade. Isolando a aceleragdo da gravidade na expressdo, obtém-se:

l
g:47'[zﬁ

Assim, ¢ possivel determinar a aceleragdo local da gravidade com um péndulo,

medindo-se o comprimento do péndulo (com uma trena, por exemplo) e seu periodo de
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oscilagdo (com um crondmetro digital). Isso ¢ um exemplo do que chamamos medi¢do
indireta.

Modelo matematico: Grandezas de entrada e de saida.

Como ja foi antecipado, todas as medigdes indiretas supdem um modelo matematico, ou
seja, uma relacdo matematica que permita determinar o valor de uma grandeza
desconhecida a partir dos valores de outras grandezas conhecidas'®. As grandezas
conhecidas — cujos valores sdo inseridos no modelo matematico — sdo chamadas

grandezas de entrada. A grandeza cujo valor se obtém a partir das grandezas de entrada

¢ chamada grandeza de saida (JOINT COMMITEE FOR GUIDES IN METROLOGY,

2008a). A relacdo entre grandezas de entrada e grandezas de saida em uma medigdo

indireta encontra-se representada genericamente na Figura 8.

Grandezas de Entrada Modelo
(informagdes conhecidas) Matematico

Grandeza de Saida
(informacao a obter)

Figura 8. Representacdo da relacdo entre grandezas de entrada e grandezas de
saida em uma medicao indireta.
No exemplo do péndulo simples — em que desejamos determinar a aceleragdo local da
gravidade — o periodo T e o comprimento [ (que podem ser determinados com trena e
crondmetro) sdo grandezas de entrada. A aceleracdo da gravidade g, por sua vez, ¢ a
grandeza de saida.
Considere que estamos diante de um péndulo com (1,000 + 0,005)m de comprimento
e (2,00 £ 0,01)s de periodo“. Substituimos as melhores estimativas das grandezas de

entrada [ =1,000m e¢ T =2,00s no modelo matematico para obter a melhor

" Em mecénica experimental, estamos interessados particularmente nos modelos matematicos que
representam modelos cientificos dos fendmenos mecéanicos. Em outro texto de apoio, discutimos como
relagdes matematicas podem ser deduzidas das leis da fisica e como o conceito de modelo ¢ fundamental
para se compreender um pouco melhor a relagdo entre teoria e experimento. Assim, além da dimenséo
metroldgica (discutida no presente texto de apoio), ha uma dimensédo filosofica (epistemoldgica) muito
importante no conceito de modelo (que serd apresentada cuidadosamente em um momento mais
oportuno).

' Esses valores sio ficticios.
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estimativa da grandeza de saida: g = 4m%l/T? = n? = 9,87 m/s?. Enfim, tendo
estimado a aceleragdo da gravidade, resta uma questao que ndo podemos deixar escapar:
Como ¢ possivel avaliar a incerteza do resultado obtido?

Propagacao da incerteza: primeira abordagem

Nenhum procedimento experimental ¢ completamente confidvel e sempre ha alguma

incerteza associada aos valores das grandezas experimentais. Assim, todas as grandezas

de entrada — desde que sejam obtidas experimentalmente — A incerteza se propaga das
grandezas de entrada para a
possuem alguma incerteza. Portanto, a grandeza de saida deve grandeza de saida

possuir alguma incerteza também! Essa repercussdo da incerteza das grandezas de

entrada sobre a incerteza da grandeza de saida ¢ chamada propaga¢do da incerteza.

Ha véarios métodos para estimar a incerteza da grandeza de saida em uma medigdo
indireta, mas dificilmente ¢ exigido que o aluno conheca todos os métodos disponiveis.
Em geral, o professor escolhe o método que prefere e instrui seus alunos a trabalharem
de acordo com ele. O mais simples de todos esses métodos de propagacao da incerteza

(ainda que seja um pouco mais limitado) ¢ chamado método dos valores-limite. Devido

a sua simplicidade e praticidade, escolhemos apresentd-lo em primeiro lugar. Trés
alternativas mais rigorosas para a propagacdo da incerteza sdo apresentadas nos
Apéndices A, B a C. Consulte seu professor para saber qual método serd adotado.
Enfim, o método dos valores limites ¢ apresentado passo a passo no Quadro 3.

Quadro 3. Método dos valores-limite para propagacao da incerteza.

Passo 01 Determine o modelo matematico e os valores das grandezas de entrada com suas
respectivas incertezas. No nosso exemplo, temos:

l
g=477.'2ﬁ

com (1,000 + 0,005)m de comprimento e (2,00 + 0,01)s de periodo.

Juntar os dados

Passo 02 Calcule a melhor estimativa da grandeza de saida substituindo as melhores
estimativas das grandezas de entrada no modelo. No nosso exemplo:

g = 4m?l/T? = 9,8696 m/s>

O valor médio
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Passo 03 Calcule o “limite superior” da grandeza de saida, somando ou subtraindo as
incertezas das grandezas de entrada de maneira a obter o maior resultado
possivel. No nosso exemplo:

Iuax = AT+ uD]/[T — u(T)]? = 10,0189 m/s?

Limite superior

Passo 04 Calcule o “limite inferior” da grandeza de saida, somando ou subtraindo as
incertezas das grandezas de entrada de maneira a obter o menor resultado
possivel. No nosso exemplo:

Iy = 42 [l —u(D]/[T + u(T)]? = 9,7228 m/s?

Limite inferior

Passo 05 A incerteza da grandeza de saida ¢ aproximadamente igual a diferenga entre os
dois valores-limite obtidos dividida por dois. No nosso exemplo:

Imax — 9miv _ 10,0189 —9,7228

Diferenca sobre 2

u(g) = = = 0,14805m/s?
2 2
Passo 06 Fazemos os devidos arredondamentos para expressar o valor da grandeza de saida
com sua r tiva incerteza. No n mplo, tem leragd
Arredondamentos _sua respectiva incertez o nosso exemplo, temos que a aceleragdo da
gravidade é dada por:

(9,9 £ 0,1) m/s?

Como ¢ possivel perceber, o ultimo passo envolve um arredondamento que ¢ importante

compreendermos muito bem! Embora existam critérios mais sofisticados para

determinar com quantos algarismos deve ser registrada a
Ao fim da propagacao,

. © . . recomenda-se arredondar a
incerteza da medigdo, sugerimos adotar que as inCertezas | jncerteza para que ela apresente

apenas um algarismo nao nulo.

sejam representadas somente com um algarismo ndo-nulo,
obtido por arredondamento. Por exemplo, se a incerteza em determinada grandeza y,
obtida com varias casas decimais apds a propagagdo ¢ dada por u(y) = 0,1572 cm,
recomenda-se arredonda-la para o valor u(y) = 0,2 cm. Com isso, o resultado de uma
medigdo y = 67,0415 cm devera ser escrito com apenas um algarismo ap6s a virgula'.
Ou seja, ¥y = 67,0 cm.

No exemplo do Quadro 3, obtivemos uma incerteza u(g) = 0,14805 m/s?. Segundo
essa regra, devemos fazer primeiro u(g) = 0,1 m/s? e, em seguida, arredondar a

aceleragdo g = 9,8696 m/s? de maneira a apresentar a mesma quantidade de casas

12 . . . .
A necessidade de representar a incerteza e o resultado da medi¢do com a mesma quantidade de
algarismos apos a virgula foi discutida em texto anterior sobre incerteza e algarismos significativos.
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decimais que sua incerteza: § = 9,9 m/s?.

Outros métodos de propagacio da incerteza

Apesar de ser mais simples, o0 método dos valores-limite ndo favorece identificar qual

das grandezas de entrada contribui mais para a incerteza da grandeza da saida. Nos

casos em que essa discussdo ¢ importante, recomendamos usar um dos trés métodos

alternativos apresentados e discutidos em apéndice a este livro. Sao estes:

1.

Resolu¢do numérica da lei de propagacao. Trata-se se de um procedimento
numérico, apresentado no Apéndice A, que tem a vantagem de poder ser
discutido e compreendido por estudantes sem conhecimentos de calculo
diferencial e integral.

Resolucao analitica da lei de propagacfo. Trata-se de um procedimento que
requer o célculos de derivadas parciais, ou seja, o estudante que ndo tiver
conhecimento suficiente de célculo diferencial e integral precisara da ajuda do
professor, para gerar a expressao analitica que lhe permitird calcular a incerteza.
Esse método ¢ apresentado no Apéndice B.

Uso de equagdes tabeladas. A maneira mais usual de evitar a apresentacdo da
lei de propagagdo ¢ fazer com que os alunos usem e/ou memorizem uma
pequena tabela com leis de propagacdo especificas para operagdes basicas (ver

Apéndice C).

Como os trés métodos acima sdo justificados rigorosamente a partir dos mesmos

pressupostos, ¢ esperado que, na maioria das situacdes de interesse, eles fonecam

aproximadamente os mesmos resultados.
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Avalie sua compreensao!

Responda as questdes a seguir sobre o texto de apoio “Medicdes indiretas e
propagacao da incerteza”.

1.
2.

O que sd3o grandezas de entrada e grandezas de saida?

Por que ¢ importante saber calcular a propagacdo da incerteza das grandezas de

entrada para as grandezas de saida?

Considere uma amostra solida de um material desconhecido que tem sua massa

estimada em (5,435 + 0,002) g € volume (1,73 £ 0,08) cm3. Sabendo que

densidade ¢ definida como a razdo entre a massa e o volume, determine a melhor

estimativa e a incerteza da densidade desse material.

Segundo um fabricante de tubos cilindricos de aco inoxidavel, um dos produtos

de sua linha apresenta didmetro interno proximo a uma polegada (ou seja,

25,40 mm) com 0,03 mm de incerteza. Considere que um comprimento de

(2,00 + 0,05) m desse tubo esta preenchido por agua potavel com densidade

estimada entre 1,000 g/cm3 e 1,004 g/cm3 com 95% de segurancga (supondo

uma distribuicdo normal). Determine a massa de agua contida no tubo e sua

respectiva incerteza.

Considere um péndulo de comprimento / dado por (1,52 + 0,02) m montado

em um laboratério em que a aceleragdo local da gravidade g pertenca ao

intervalo (9,87 + 0,06) m/s? com 95% de segurangca. A partir dessas

informagdes e assumindo o modelo do péndulo simples (segundo o qual

T = 271\/%), responda as seguintes questdes:

a. Qual ¢ o valor esperado para o periodo desse péndulo e qual € a incerteza
desse valor?
b. Considere que um sujeito tenha realizado uma medi¢do cuidadosa do

periodo T desse péndulo, obtendo como resultado (2,498 + 0,002) s.
Esse resultado concorda com a predicao feita no item anterior? Por que
motivo? O que podemos concluir disso?
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UNIDADE II — Rela¢do Teoria-Experimento
Critica a crenca na comprovacio cientifica

Em geral, os cursos de ciéncia ensinam mais a “fazer ciéncia” que a refletir sobre sua
natureza. Mas qual estudante de Fisica nunca se perguntou o que ¢ ciéncia, afinal? E
possivel dizer que, para o senso comum, a ciéncia ¢ estritamente objetiva, ndo havendo
nela espaco para especulacdes e opinides pessoais; as teorias cientificas sdo baseadas
exclusivamente em observagdes experimentais rigorosas; o conhecimento cientifico ¢é
sempre comprovado por meio de experimentos (dai a expressdo “‘comprovacdo
cientifica” tdo cara aos comerciais de xampu e pasta de dente). Mas serd que o senso
comum esté correto a respeito da ciéncia?

Neste texto de apoio, questionamos a existéncia da comprovagdo cientifica, ou seja,

colocamos em duvida se ha fundamento em dizer que o conhecimento cientifico pode
ser comprovado por meio de experimentos. Como serd possivel perceber, embora os
questionamentos apresentados neste texto sejam de natureza filoséfica, eles tém

profundas implicagdes praticas para o trabalho nos laboratorios didaticos.

Do senso comum a sala de aula

Nao ¢ dificil reconhecer que as visdes de ciéncia de senso comum estdo presentes nos
laboratérios didaticos de Fisica. Veja, por exemplo, essa conclusdo tipicamente redigida
por um estudante com respeito a um experimento tradicional no curso de mecanica (as
informagdes entre colchetes geralmente ndo estdo presentes, mas podem ser

subentendidas do contexto):

“A  partir desse experimento [realizado com um carrinho especifico],

comprovamos a segunda lei de Newton, ou seja, que a for¢a resultante produz [em
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qualquer corpo] uma aceleragdo inversamente proporcional & sua massa (ﬁR =
ma)”.
Como ¢ possivel perceber, essa conclusdo esta totalmente apoiada sobre o discurso da
comprovagdo cientifica, ou seja, na crenca de que as leis cientificas sdo comprovadas
com base em experimentos. Conclusdes semelhantes sdo escritas todos os dias por
praticamente todos os estudantes e sdo encorajadas pela maioria dos professores, mas

onde esta o equivoco?

Um motivo para abandonar a crenca na “comprovacao cientifica”

Se formos rigorosos — como qualquer cientista deve ser — perceberemos que a afirmacao

feita pelo estudante no exemplo anterior ¢ uma

generalizagdo apressada e sem fundamento ldgico.

Comprovar uma lei universal a
partir de um experimento particular
nao tem fundamento légico!

Vamos deixar isso bem claro: as leis de Newton sdo afirmag¢des universais (ou seja, elas
ndo dependem de um contexto especifico, mas sdo sustentadas com respeito a quaisquer
corpos de massa m sobre os quais se aplica uma forga resultante I:")R); 0 experimento
realizado, por sua vez, ¢ especifico (foi utilizado um carrinho particular). Com efeito,
mesmo se, no caso especifico, a forga resultante se mostrar proporcional a aceleracao,
ndo podemos garantir a validade desse enunciado para outros corpos em outras

circunstancias e outras regides do espaco e do tempo (Figura 10).

Generalizagao sem Fundamento

O que o experimento permite concluir: 23 Lei de Newton:

A forgaresultante aplicada sobre um TODOS os corpos aos quais € aplicada uma
carrinho especifico de massa m produz forgaresultante experimentam uma
aceleragao aproximadamente proporcional aceleragdo proporcional a forga aplicada e a
a forga aplicada e a constante de constante de proporcionalidade € a massa
proporcionalidade é a massa do carrinho. do corpo.

Figura 10. Representa a diferenca fundamental entre o que um experimento

especifico permite concluir e o enunciado (geral) de uma lei universal.
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Assim, comprovar uma lei universal a partir de um experimento particular ndo tem
fundamento logico. Para ilustrar a falta de fundamento desse tipo de generalizagcdo (que
tenta comprovar uma lei ou afirmagdo geral a partir de um experimento particular),
considere a situagdo em que queremos saber a cor do cabelo de todos os estudantes de
uma turma de 20 alunos. Nesse caso, quantos estudantes dessa turma seria preciso
observar para comprovar rigorosamente a afirmagdo geral de que “Todos os alunos sao
morenos”? Considere que tenham sido sorteados 5 alunos dessa turma e esses cinco
alunos tém cabelo escuro. E possivel generalizar, afirmando que todos os alunos da
turma tém a mesma cor de cabelo? Seguramente ndo, pois vocé ndo tem nenhuma

garantia de que os outros alunos serdo morenos também.

5 Alunos Observados

@@@@@ E possivel afirmar que

& @ ‘ oL todos os alunos s3o

morenos observando
@@@@@ somente os 5 primeiros?

Figura 11. Representacdo da turma de estudantes. Como ¢ possivel perceber, os

cinco alunos observados sdo morenos, mas o restante da turma néo é€.

Seguindo esse mesmo raciocinio, quantos objetos € preciso lancar em queda livre para
comprovar rigorosamente que, desprezada a resisténcia do ar, TODOS os corpos caem
na superficie da Terra com a mesma aceleracdo? Vamos supor que vocé tenha
observado a queda de 12 corpos distintos e que todas as quedas ocorreram com a mesma
aceleracdo. E possivel considerar confirmada experimentalmente a afirmagdo de que
TODOS os corpos caem com a mesma aceleracio na superficie da Terra?
Rigorosamente, ndo. Afinal, ¢ possivel que, em um lancamento seguinte, um corpo nao

respeite essa lei.
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Enfim, acreditamos ter deixado claro neste argumento que a comprovagao cientifica (ou
seja, a comprovagdo experimental de afirmagdes gerais), € mais um mito popular que
ndo sobrevive a uma analise logica rigorosa. Sua Unica vantagem sobre o papai Noel e o
coelho da Péscoa ¢ que, cedo na nossa infancia, nés nos damos conta que essas coisas
ndo existem. A cren¢a na comprovagao cientifica, entretanto, tende a sobreviver por

mais tempo.
Da comprovacio a refutagio

Feita a critica acima, resta a seguinte questdo: Se ndo existe comprovacdo cientifica,
qual ¢ a relagdo entre teoria e experimento na ciéncia? Ou ainda, dito de uma maneira
mais operacional, “se eu ndo posso afirmar que esse experimento comprova a lei X, o
que eu escrevo na conclusdo no meu relatorio experimental?!”. A saber, essa questao da
relacdo entre teoria e experimento tem diversas respostas e todas elas tém suas
limitagdes. Para compreender uma das respostas possiveis, retomemos o exemplo da

turma de alunos morenos.

Considere que seguimos observando a cor do cabelo dos alunos e que encontramos um

aluno loiro! Quando isso acontece, constatamos que a afirmagdo geral de que todos os

alunos sdo morenos é FALSA! Em tese, o mesmo DU - -
Em ciéncia é possivel dizer “sua

. . . afirmacédo é FALSA!” com base em
acontecerta se, com um experimento  rigoroso, observacgdo experimental

encontrassemos um corpo em queda livre que caia com aceleracdo diferente de g.
Tendo encontrado esse corpo especial, ndo poderiamos mais afirmar que TODOS os

corpos proximos a superficie da Terra caem com a mesma aceleracdo (igual a g).

Assim, embora ndo exista comprovacdo cientifica (procedimento experimental para
provar que afirmagdes cientificas sio VERDADEIRAS), existe refutacdo cientifica. Em

ciéncia, ¢ possivel dizer “isto ¢ FALSO” com base em observa¢ao experimental!
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As afirmacoes cientificas sdo Afirmacoes cientificas podem ser
comprovadas por experimentos. testadas experimentalmente.

Figura 12. Afirmacgdes cientificas ndo sdo comprovadas experimentalmente, mas

podem ser testadas por meio de experimentos.

Seguindo esse raciocinio, reconhecemos ser incorreto dizer que o conhecimento

cientifico ¢ confiavel porque suas afirmagdes sdo
comprovadas  experimentalmente. Contudo, as

explicagdes cientificas sdo eventualmente submetidas a

Como ndo existe comprovagao
cientifica, é incorreto dizer que o
conhecimento cientifico é confiavel
porque é cientificamente provado!

. . . 13 :
testes experimentais rigorosos em que podem ser refutadas . Dessa maneira, as
afirmacdes que sobrevivem aos testes experimentais ndo s3ao necessariamente

verdadeiras, mas aceitas temporariamente como proposicdes cientificamente validas.
Refutagdo: ingenuidade ou sofistica¢io?

Até aqui deve estar claro que a refutacdo ndo tem as mesmas deficiéncias logicas da
crenga na comprovagdo cientifica. Entretanto, é preciso reconhecer algumas limitacdes
das visdes de ciéncia baseadas exclusivamente na refuta¢do. Considere, por exemplo, a
seguinte conclusdo redigida por um estudante apds realizar um experimento tradicional

no laboratério de mecanica:

“A partir do presente experimento [realizado com um carrinho especifico], a

segunda lei de Newton foi testada rigorosamente, tendo sobrevivido ao teste”.

Do ponto de vista logico, ndo hd nada de errado com essa conclusdo. Porém,

observando-a com cuidado, € possivel perguntar “o que aconteceria se, nesse

" E importante destacar aqui que nem todos os testes cientificos sdo estritamente experimentais. Ha, por
exemplo, experimentos de pensamento (muito utilizados por Einstein) e testes de consisténcia interna que
sdo fundamentalmente tedricos, mas muito importantes para o desenvolvimento da ciéncia. N&o
abordamos a questdo dos testes tedricos detalhadamente aqui porque estamos mais concentrados na
relagdo teoria-experimento e na critica & comprovagao cientifica.
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experimento didatico, a forca resultante ndo se mostrasse proporcional a aceleragdo?
Estaria conclusivamente refutada a 2* lei de Newton com esse experimento? A
comunidade cientifica seria obrigada a descartar essa lei imediatamente?”. E certo que

nao.

Com efeito, seriamos muito ingénuos se acreditdssemos que todo o conhecimento

cientifico estd igualmente sujeito a critica e que todos os
Seriamos muito ingénuos se

acreditdssemos que todo o
conhecimento cientifico esta
igualmente sujeito a critica

pesquisadores estdo sempre abertos a abandonar as crengas

(leis, teoremas, teorias) consideradas fundamentais pela
comunidade cientifica. Na pratica, existem convenc¢des que costumam ser respeitadas
em ciéncia: regras (geralmente ndo escritas) dizendo quais sdo as afirmagdes centrais
nas teorias (e que devem ser mantidas) e quais sdo auxiliares (que podem ser testadas e
modificadas). Por exemplo, no contexto dos experimentos didaticos de mecanica, as leis

de Newton sdo irrefutdveis por conven¢do. Ou seja, nenhum cientista do século XXI

pode ser levado a sério ao considerar refutadas as leis de Newton a partir de um
experimento didatico de mecénica mesmo se o resultado desse experimento sugerir a

refutagao.

No fundo, as razdes que levam os cientistas a preservar o nucleo das teorias alterando
somente as afirmagdes periféricas sdo mais histdricas que logicas. Afinal, se as leis da
mecanica de Newton tém sido bem sucedidas por tantos séculos, por que acreditar que
um estudante qualquer, realizando um experimento elementar, poderia refutar essas leis
tdo bem corroboradas? Assim, a atitude mais racional que se pode ter diante de um
resultado que esteja ameacando uma lei geral ¢ transmitir a refutagdo para alguma
hipotese auxiliar. Ou seja, se os resultados obtidos no seu experimento estdo em

desacordo com o que prevé a teoria (por exemplo, se a forca resultante parece ndo ser
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proporcional & aceleragdo), corrija seu procedimento, suas hipdteses auxiliares, suas

idealizagdes, mas ndo mexa nas leis de Newton!

Retornemos agora a conclusdo redigida pelo estudante apds realizar um experimento
didatico sobre as leis de Newton. Segundo esse estudante, as leis de Newton foram
“rigorosamente testadas”, porém, rigorosamente falando, elas s3o aceitas como
verdadeiras por convencdo. Logo, ndo sdo testaveis nem refutaveis (por convengao, por
decisdo da comunidade cientifica) independente do resultado que possa ocorrer no

experimento.

Enfim, a ingenuidade que estamos discutindo agora esta em acreditar que tudo o que se
afirma em ciéncia ¢ igualmente refutdvel por meio de experimentos, que todas as
afirmacdes cientificas sdo experimentalmente testaveis e que, individualmente, um
pesquisador treinado ou um estudante iniciante pode por abaixo a construgdo tedrica de
toda uma comunidade em uma so6 tacada! A rigor, a refutagdo ¢ praticada geralmente
dentro dos limites de certas convengdes estabelecidas (explicita ou tacitamente) pela

comunidade cientifica.

Todas as crencas cientificas sdo A refutacdo é praticada dentro
igualmente testdveis e refutdveis dos limites de certas convengdes

Figura 13. Nem todas as afirmagdes cientificas sdo igualmente testdveis. A

refutacdo ¢ praticada geralmente dentro dos limites de certas convengoes.
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Consideracoes finais

Neste texto, exploramos da maneira mais didatica possivel alguns aspectos do debate
filoso6fico em torno da relagdo entre teoria e experimento em ciéncia. Como € possivel
perceber, essa discussdo nao ¢ muito elementar, mas insistimos nela por possuir fortes
implicagdes sobre o trabalho no laboratorio didatico. Afinal, o que podemos concluir de

um experimento didatico? E verdade que experimentos sdo comprovagdes das teorias?

Tradicionalmente, os experimentos didaticos sdo preparados como se fosse possivel e
necessario comprovar as teorias experimentalmente. Como se o papel do laboratorio
didatico fosse comprovar o que se diz na aula tedrica. Como ¢é possivel perceber, a
crenca na comprovacdo experimental sequer tem fundamento logico e precisa ser

abandonada se quisermos ser rigorosos.

Como alternativa a visdo de ciéncia baseada na comprovacdo cientifica, apresentamos

um ponto de vista baseado nos conceitos de refutacdo e convengdo. O papel em sala de

aula desses dois conceitos serd explorado em outro texto de apoio. Por agora, esperamos
ter deixado claro neste texto a importancia de abandonar definitivamente o discurso da

comprovagao cientifica.
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Avalie sua compreensao!

Responda as questdes a seguir sobre o texto de apoio “Critica a creng¢a na
comprovacio cientifica”.

1.
2.
3.

Por que devemos abandonar a crenga na comprovagao cientifica?

O que ¢ refutacdo? Qual ¢ a importancia desse conceito?

Todo o conhecimento cientifico esta igualmente sujeito a critica? Justifique sua
resposta com argumento e exemplos.

Cite dois tipos de conclusdo que jamais podemos tirar de um experimento
singular. Por que essas conclusdes sio proibidas?

Apos realizar um experimento sobre a for¢a de atrito estatico, um grupo de
estudantes concluiu que “A partir dos dados experimentais, ¢ comprovado que o
moédulo da forga de atrito estatico méxima € sempre proporcional ao modulo da
forca normal e ndo depende da area de contato entre as superficies envolvidas”.
Que problemas h4d com essa conclusdo? Redija um breve paragrafo a respeito
dessa afirmacdo (de 5 a 10 linhas).

Apos realizar o experimento de langamento horizontal, um grupo de estudantes
concluiu que “A partir dos dados experimentais, ¢ possivel comprovar que a
aceleragdo com que todos os corpos caem na superficie da Terra independe da
sua massa”. Que problemas hd com essa conclusdo? Redija um breve paragrafo
a respeito dessa afirmagdo (de 5 a 10 linhas).

Ap0s realizar trés experimentos diferentes dos laboratorios de mecénica, um
grupo de estudantes concluiu que “A partir dos dados coletados nos

experimentos realizados, estd provado que a forca resultante Fp produz, em

qualquer corpo de massa m, uma aceleragdo tal que I:")R = ma”. Que problemas
ha com essa conclusdo? Redija um breve paragrafo a respeito dessa afirmagao
(de 5 a 10 linhas).
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Da comprovacio a modelagem cientifica

Sintese das ideias anteriores

A questdo da relacdo entre teoria e experimento ¢ fundamental em um laboratorio
didatico e estd intimamente relacionada com as conclusdes que podemos (e ndo
podemos) tirar de um experimento apos sua realizagdo. No texto “Critica & crenga na
comprovagdo cientifica”, foi feita uma critica dura a ideia de que o conhecimento
cientifico ¢ comprovado experimentalmente. Demonstramos que, a rigor, a cren¢a na

comprovagdo cientifica ndo possui sustentacdo logica e precisa ser abandonada. Em

seguida apresentamos elementos para uma visdo de ciéncia menos ingénua. O
argumento realizado no referido texto de apoio pode ser resumido nas seguintes

afirmagdes:

1. A crenca de que ¢ possivel comprovar uma teoria geral a partir de experimentos
particulares ndo tem sustentagdo logica e precisa ser abandonada. Ou seja, ndo tem
fundamento dizer, com base experimental, que esta ou aquela teoria ou lei ¢
definitivamente verdadeira. Todos os enunciados em ciéncia sdo potencialmente

temporarios.

2. Em ciéncia, ndo existe comprovacdo, mas refutacdo experimental. Ou seja, as
afirmacdes cientificas, embora ndo possam ser positivamente comprovadas, podem

ser testadas com base em experimentos.

3. Nem todas as afirmag¢des cientificas sdo igualmente refutaveis. Testes cientificos sdo
realizados sempre dentro dos limites de certas convengdes — regras (geralmente nao
escritas, implicitas entre os cientistas) dizendo quais sdo as afirmagdes fundamentais
nas teorias (e que devem ser mantidas) e quais sdo auxiliares (que podem ser

testadas ¢ modificadas).
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Assim, a visdo de ciéncia apresentada e defendida neste livro como alternativa a crenga
ingénua na comprovagdo cientifica estd baseada em dois conceitos: refutagdo (descarte
de hipdteses com base experimental) e convencdo (conjunto de regras aceitas

tacitamente pela comunidade cientifica que orientam o trabalho do pesquisador)'”.
O que (ndo) podemos concluir de um experimento?

As trés afirmagdes acima, originadas na filosofia da ciéncia, possuem fortes implicagdes
praticas para o trabalho no laboratério de ensino — principalmente no que diz respeito as

conclusdes que podemos tirar de um experimento didatico. Segundo essas afirmagdes:

1. Nao tem sustentacdo logica concluir que o resultado obtido em um experimento
didatico (ou qualquer outro tipo de experimento cientifico) possa comprovar uma
teoria ou lei. Assim, afirmagdes do tipo “com este experimento, comprovamos a

lei...” ndo tem o menor fundamento!

2. Nem todas as afirmagdes cientificas sdo igualmente testdveis e refutdveis. Na
pratica, existem convengdes que protegem os principios, leis e teorias consideradas
mais fundamentais. Por isso, ndo faz muito sentido concluir que “as leis de Newton
foram testadas rigorosamente nesse experimento € sobreviveram ao teste”, pois,
mesmo se o teste apontasse para algum tipo de anomalia, hd convengdes que nos
proibem de considerar refutadas as leis de Newton no contexto dos experimentos

didaticos de mecéanica.

Até agora, deixamos bem claro quais tipos de conclusdo ndo sdo possiveis em um
experimento didatico. Porém, o que podemos efetivamente concluir ao final de uma
atividade experimental?! No presente texto de apoio vamos responder a essa questdo

apresentando uma ferramenta de trabalho que serd muito util para orientar as analises

'* 0O leitor iniciado percebera que a visdo de ciéncia apresentada neste texto de apoio (e que permeia todo
este livro) ¢ herdeira do pensamento de Imre Lakatos (1993).
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dos dados e a redagdo de conclusdes experimentais. Nosso ponto de partida ¢ o conceito

de modelo cientifico.

O que ¢ um modelo cientifico?

O conceito de modelo ¢ empregado de diversas maneiras e faz parte do vocabulério
diario da maioria dos cientistas. Tendo em vista a diversidade de usos desse conceito, €

. . , o~ ~ . . ~ 15
praticamente impossivel estabelecer uma defini¢do que ndo seja alvo de discussao °.

S, C

Figura 14. A representacdo planetaria do 4&tomo (com elétrons orbitando em torno

do nucleo em trajetorias elipticas) ¢ um exemplo de modelo.

Como primeiro passo, podemos considerar que modelos sdo representacdes idealizadas
de fendmenos ou objetos reais. Mas o que isso significa? Considere, por exemplo, que
suspendemos um cilindro de madeira em uma mola (veja Figura 15) e, puxando o
cilindro para baixo, observamos que ele entra em movimento. Como fazemos para

explicar esse movimento?

Geralmente, quando representamos um sistema desse tipo,

adotamos os seguintes pressupostos: (1) a massa da mola ¢ obietos reais.

Modelos sdo representacoes
idealizadas de fendmenos ou

nula; (2) a Unica caracteristica relevante do corpo suspenso ¢ sua massa (ignorando, por

exemplo, sua forma geométrica ou o material de que ¢ feito); e (3) a forca eléstica

1> Foge a0 escopo deste livro esmiucar a diversidade de empregos do conceito de modelo na literatura.
Para maior aprofundamento sobre o uso desse conceito na relagdo entre teoria e experimento, recomenda-
se o livro Teoria e Realidade (BUNGE, 2008).
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aplicada no gancho pela mola satisfaz a equagao ﬁE = —kX (lei de Hooke), em que ﬁE ¢
a forca elastica, k é a constante elastica e X é a deformag¢io da mola.

Essas hipoteses podem ser chamadas idealizacdes e estdo sempre presentes quando

elaboramos um modelo cientifico.

Sistemado Sistema
mundo real idealizado

—

thNW\MI‘J‘MNNW(

Figura 15. Modelos sdo representacdes idealizadas de sistemas e fendmenos
fisicos que tém lugar no mundo real. Nesse exemplo, o sistema em questdo
composto por um cilindro de madeira (pintado de verde) que estd suspenso em
uma mola. Observe que o mundo real ¢ sempre mais rico em detalhes que os

modelos idealizados que utilizamos para representa-lo.

Por ser uma representagdo idealizada da realidade, cada modelo cientifico so6 ¢ valido

dentro de certos limites praticos. Ou seja, todo modelo possui um dominio de validade.

Modelos nao sdo simplesmente falsos ou verdadeiros, mas sdo validos ou ndo para este
ou para aquele propdsito, para este ou para aquele grau de precisdo. Considere, por

exemplo, a mola em que se suspende um cilindro de madeira. Se a carga suspensa na
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mola for pequena, ela se comportara segundo a lei de Hooke (I?'E = —kX). Porém, se a

mola for excessivamente deformada, a lei de Hooke perdera sua validade (Gréafico 5).

Grafico 5. Grafico da relacdo entre forca elastica e deformagdo de uma mola real.
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O Grafico 5 ilustra a limitagdo do dominio de validade da lei de Hooke para uma
determinada mola. Segundo essa lei, o modulo da forca elastica Fg exercida por uma
mola deve ser proporcional a deformagdo x da mola (Fg = kx). Em laboratorio,
medimos a forca elastica exercida por uma mola em func¢io da sua deformagdo. Como ¢
possivel perceber, o grafico mostra que, ultrapassado certo limite, a lei de Hooke deixa

de ser satisfeita. Ou seja, essa lei ¢, na verdade, uma idealizagdo de validade limitada.

Além de assumir pressupostos relativamente especificos a situagdo concreta em estudo,

modelos cientificos articulam pressupostos tedricos gerais. O movimento do corpo que

oscila preso a mola, por exemplo, ndo se descreve simplesmente admitindo verdadeira a
Lei de Hooke. Para compreender efetivamente esse movimento, ¢ preciso reconhecer
que a forca resultante aplicada nesse corpo ¢ igual ao produto da sua massa pela sua

aceleragdo (2% lei de Newton).
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4

E somente juntando essas duas classes de informagdes (pressupostos especificos e
gerais) que podemos concluir alguma coisa a respeito do fendmeno em estudo. Por
exemplo, assumindo que a forga exercida pela mola ¢ dada pela lei de Hooke, que a
massa da mola ¢ desprezivel em relacdo a massa do corpo suspenso, que o campo
gravitacional ¢ uniforme (idealizagdes especificas) e juntando a tudo isso a segunda lei
de Newton (afirmagdo universal) concluimos que o sistema massa-mola deve oscilar
com periodo T determinado pela massa suspensa m e pela constante elastica k da

mola'®:

-

Enfim, modelos sdao os mediadores da relagdo entre teoria e

Modelos realizam a ligagao
entre teoria e experimento

experimento. Ao incorporar idealizacdes, eles permitem
perceber como as afirmagdes tedricas universais (por exemplo, as leis de Newton) se
vinculam a cada situagcdo da realidade. Enfim, ¢ somente porque trabalhamos com

modelos que podemos utilizar teorias universais para explicar fendmenos especificos.

Um exemplo do uso de modelos no laboratério de mecénica.

Em Fisica, ha diversos tipos de modelos. Neste livro, estamos

especialmente interessados em modelos da mecanica que se

Foco deste livro: Modelos da
mecanica que se exprimam

em uma relagao matematica

entre grandezas observaveis

em laboratério.

exprimam em uma relacdo matematica entre grandezas

observaveis experimentalmente. Essa relacdo serd fundamental para toda analise dos

dados e serd chamada modelo matematico. O periodo de um oscilador massa-mola em

funcdo da massa suspensa e da constante elastica da mola ¢ um exemplo de modelo

matematico (T = 2m,/m/k). Outro exemplo ¢ a expressdo para o alcance de um projétil

16 s ~ , . . . ,
A demonstracdo rigorosa da equacdo do periodo a partir da lei de Hooke e da 2" lei de Newton sera
omitida neste texto. Porém, encorajamos que vocé pergunte ao seu professor como realizar essa dedug@o.
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langado horizontalmente em funcdo da sua velocidade inicial e da altura de lancamento
(A=v2H/g).

Todos os modelos matematicos da fisica experimental sdo deduzidos de pressupostos
teoricos que podem ser classificados em gerais e especificos. Ou seja, alguns desses
pressupostos sdo leis ou teoremas universais enquanto outros sdo idealizagdes ou
aproximacdes adotadas especificamente para este ou aquele experimento. Assim, entre
os ingredientes utilizados para obter o modelo matemadtico, destacamos: (1) afirmacdes

gerais (principios e/ ou leis universais); (2) afirmacdes especificas (aproximagdes e

idealizagoes).

Para ver como esses conceitos funcionam na pratica, considere que desejamos
determinar o coeficiente de atrito estatico entre um bloco de madeira e uma rampa
metalica inclindvel. Chamaremos angulo critico o angulo 8. em que o bloquinho (em

repouso) estd na iminéncia de deslizar (Figura 16).

Figura 16. Representagdo de um bloco em repouso sobre uma rampa de
inclina¢do varidvel. Quando a rampa atinge o angulo critico, a forca de atrito

estatico ¢ maxima e o corpo estd na iminéncia de deslizar.

A partir das leis de Newton (afirmacdes gerais), levando em consideragdo que o bloco
de madeira encontra-se em repouso sobre a rampa, ¢ necessario que a soma vetorial das

forcas aplicadas no bloco seja igual a zero. Assim:
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feMax = Psenec

Fy = Pcos@,

Ao resolver problemas envolvendo atrito estatico, ¢ usual assumirmos que o valor da
forca maxima de atrito estatico ¢ proporcional ao modulo da forga normal por uma
constante u (isto €, independente do modulo da forga normal) chamada coeficiente de
atrito estatico (fopax = UFy). Essa afirmacdo, oriunda da Tribologia (ciéncia que estuda
o atrito), tem dominio de validade restrito, sendo um enunciado menos geral que as leis

de Newton e, por isso, ela pode ser considerada uma afirmagao especifica. Com ela:
uFy = Psenf,
Fy = Pcos@,

Enfim, dividindo uma equacdo pela outra, resulta o modelo matematico: u = tané..
Essa ultima equacdo ¢ muito importante porque permite determinar o coeficiente de
atrito estatico a partir de um angulo de facil medi¢do. Enfim, os passos que conduziram
ao modelo matematico podem ser representados resumidamente no Quadro 4. Nele,
encontram-se as informagdes mais importantes do modelo no que diz respeito ao
experimento didatico: (1) o modelo matematico, expressdo matematica que orienta todo
o processo de andlise dos dados; e (2) as afirmagdes gerais e especificas utilizadas para

produzir essa equagao.

Por que ¢ importante distinguir os pressupostos utilizados na elaboragdo do modelo
matematico? A razdo ¢ simples: pressupostos gerais estdo usualmente protegidos por
convengdes (ninguém na comunidade cientifica vai, seriamente, desconfiar das leis de
Newton a partir de um experimento didatico de mecanica!), entretanto, os pressupostos
particulares (principalmente as idealiza¢cdes) podem ser testados e refutados com base

experimental.

62



Lima Junior, P. et al. (2013)

Laboratorio de Mecénica

Quadro 4. Pressupostos empregados na dedugdo de um modelo matematico para o

deslizamento de um bloco sobre um plano de inclinagdo variavel.

Afirmacoes Gerais

Leis, teoremas e principios universais.

Leis de Newton.

Afirmacgoes Especificas

Aproximacdes, idealizagdes e
pressupostos particulares.

O modulo da forca de atrito estatico maxima ¢
proporcional ao médulo da for¢a normal, sendo p a
constante de proporcionalidade (denominada
coeficiente de atrito estatico).

Modelo matematico

Relagdo matematica entre grandezas
experimentais deduzida das afirmagdes
gerais e especificas.

u=1tg6l., em que 6. ¢ o angulo do plano com a
horizontal para o qual o bloco estd na iminéncia de
deslizar.

E assim que a modelagem cientifica vai nos ajudar a tirar conclusdes dos experimentos

didaticos: ao separar os “ingredientes” do modelo em especificos (refutaveis) e gerais

(ndo-refutaveis) estamos antecipando as conclusdes que podemos tirar. Se, os resultados

experimentais estiverem em desacordo com o modelo matematico, podemos concluir

que alguma das idealizagcdes ndo ¢ valida para a situacdo em estudo. Se os resultados

experimentais estiverem de acordo com o modelo matematico, as idealizagdes podem

ser consideradas satisfatorias ¢ a situagao em estudo esta dentro do dominio de validade

do modelo construido.
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Avalie sua compreensao!

Responda as questdes a seguir sobre o texto de apoio “Da comprovacio a modelagem
cientifica”.

1. O que ¢ um modelo cientifico? Dé exemplo.
2. O que sdo idealizagdes? O que ¢ o dominio de validade de um modelo?
3. Demonstre que o alcance A de um projétil langado horizontalmente (sob certas

idealizacdes) deve ser dado pela expressao A = v /2H/g, em que H ¢ a altura
de lancamento, v ¢ a velocidade inicial e g ¢ a aceleragdo da gravidade.

a. Analise sua propria demonstragdo e identifique quais idealizagdes sdo
necessarias para sustentar que o alcance de um projétil real langado no
laboratoério satisfaca o modelo matematico deduzido.

b. Complete o Quadro 5 distinguindo os pressupostos gerais e especificos
adotados nessa dedugao.

c. A partir do Quadro 5, discuta os limites do dominio de validade do

modelo matematico A = v,/2H/g. Em que circunstancia essa relacao
entre grandezas experimentais ndo se verificaria?

Quadro 5. Esquema da dedu¢do do modelo matematico proposto para o alcance de um
projétil lancado horizontalmente.

Afirmacées Gerais

Afirmacoes Especificas

Modelo matematico A =v,/2H/g, em que A é o alcance do projétil,
H ¢ a altura de lancamento, v ¢é a velocidade
inicial e g ¢ a aceleragdo da gravidade
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UNIDADE III — Analise Grafica

Introducio a analise grafica

Graficos sao instrumentos de andlise muito importantes em diversas areas do
conhecimento. Eles sdo ferramentas fundamentais quando desejamos extrair informagao
de dados experimentais. Em Fisica, quando possuimos dados sobre duas variaveis
relacionadas — tais como tempo e posi¢do de um corpo em queda livre — um grafico
pode ser elaborado para tornar visivel a funcdo que relaciona essas duas varidveis.
Assim, € possivel dizer que o objetivo de uma analise grafica ¢ determinar a relagdo
funcional entre duas grandezas experimentais. Para deixar claro o que se deve fazer em

analise grafica, dividimos o procedimento de analise em cinco passos (Quadro 6).

Quadro 6. A analise grafica em cinco etapas.

Propor uma relacio funcional O primeiro passo € anterior a analise grafica propriamente dita.
Nele, elabora-se, a partir de pressupostos (gerais e especificos), um
modelo matematico. Ou seja, obtém-se uma relagdo quantitativa
entre grandezas que podem ser observadas experimentalmente.

Em seguida, marcamos na drea do grafico os pontos que

Representar os dados em um . .
representam os dados colhidos no experimento.

diagrama de dispersio

Realizar o ajuste da funcéio Nessa etapa, ajustamos a fungdo determinada pelo modelo
proposta matematico de maneira a fazé-la passar o mais proximo possivel dos
dados dispostos no grafico.

Avaliar a qualidade do ajuste Se a qualidade do ajuste ndo for boa, serd necessario propor outro
modelo matematico (revendo os pressupostos teéricos adotados) ou
repetir a aquisi¢cdo dos dados.

Interpretar o resultado Enfim, deve-se dizer qual é o significado fisico da fun¢do ajustada.

Cada etapa da analise tem a sua importancia e todas devem ser realizadas com muita
aten¢do. Equivocos cometidos nas etapas iniciais tendem a se “propagar” deixando o
resultado final visivelmente prejudicado. Enfim, faca uma andlise bem feita desde o

principio para ndo precisar voltar ao inicio.
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Um exemplo: Mergulho em um recipiente de xampu

Considere a seguinte questdo: “O que podemos afirmar a respeito do movimento de um
corpo que mergulha em um meio viscoso”? Para respondé-la a partir de dados
experimentais, propomos utilizar: uma proveta preenchida com xampu, uma pequena
esfera de ferro (cujo movimento nds tentaremos descrever), um pequeno ima (para

retirar a esfera do fundo da proveta) e os instrumentos de medida adequados (veja

4 ;md/ N

—_— 5,0 cm
— 100 cm
—_ 150 cm

— 20,0 cm
— 250 cm

Ka) b) c) @ E‘f’/

Figura 17. Nesta imagem, sdo representados trés momentos da realiza¢do do

Figura 17).

<y

experimento. Da esquerda para a direita: (a) representa o lancamento da esfera de
metal — em destaque, as marcagdes feitas a cada 5,00 cm com o auxilio de uma
régua; (b) apés o lancamento, a esfera cai com velocidade v; (c¢) ao final do
movimento, retiramos a esfera de ferro do fundo da proveta com o auxilio de um
ima.
A descri¢do do movimento da esfera pode ser realizada se medirmos sua posi¢ao ao
longo do tempo. Dessa maneira, levamos a bolinha ao topo da coluna de xampu com o
auxilio do im4, e, soltando-a, medimos o tempo que ela leva para realizar deslocamentos
de 5,0 a 25,0 cm. Esse procedimento foi repetido cinco vezes para cada deslocamento e

os valores obtidos para o tempo de queda foram registrados e encontram-se na Tabela 4.
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Tabela 4. Dados referentes ao movimento da esfera no xampu.

Deslocamento (cm) | Tempo de deslocamento (s)
50+£0,3 1,75 + 0,04
10,0 £ 0,3 3,30 £ 0,06
15,0+ 0,3 4,97 £ 0,02
20,0£0,3 6,47 £ 0,02
25,0+0,3 7,84 £ 0,01

Obtendo uma relaciao funcional: O modelo matematico

O passo anterior a analise grafica propriamente dita ¢ a escolha de pressupostos (gerais
e especificos) dos quais seja possivel deduzir uma equag¢do que relacione grandezas
observaveis experimentalmente — no nosso caso, estamos interessados em uma relagado

entre deslocamento e tempo de queda da esfera.

Nossos pressupostos gerais serdo as trés leis de Newton. Para o movimento especifico
que desejamos estudar, podemos pressupor que existem trés forcas sendo exercidas:
(1) duas forgas constantes, a for¢a peso e o empuxo de Arquimedes; e uma (2) forca de
resisténcia a0 movimento. A forga peso ¢ constante e estd orientada sempre para baixo,
depende da massa da esfera e da aceleragdo local da gravidade; o empuxo de
Arquimedes depende do volume imerso do corpo, da densidade do fluido e da
aceleragdo da gravidade local. A forca de resisténcia ao movimento se deve a uma
interagdo da esfera com o meio viscoso (xampu) e € tdo mais intensa quanto maior for o
modulo da velocidade relativa entre a esfera e esse meio. Como a esfera ganha
velocidade a partir do repouso, estamos lidando com um movimento em que a forca
resultante ¢ varidvel. Diagramas representando a variagdo da velocidade e da forca

resultante ao longo do tempo podem ser visualizados na Figura 18.
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Figura 18. Representa a velocidade da esfera e as forcas exercidas nela ao longo

do seu movimento. Por simplicidade o que nomeamos como P ja ¢ a forga
resultante da soma da for¢a peso com o empuxo de Arquimedes. Como ¢ possivel
perceber, estamos pressupondo que, na medida em que a esfera ganha velocidade,

a forga de resisténcia a0 movimento aumenta até equilibrar a forca peso.

Movimentos sujeitos a forcas dependentes da velocidade ndo costumam ser simples de
se descrever e explicar. Entretanto, o0 movimento da esfera em meio viscoso, por mais
complexo que seja, possui uma caracteristica: ele tende a uma velocidade terminal. Isso
ocorre porque, na medida em que a esfera ganha velocidade, a forg¢a de resisténcia ao
movimento se torna progressivamente mais intensa até o momento em que se iguala (em
modulo) a for¢a que aponta para baixo. A partir desse instante, a forga resultante sobre a
esfera ¢ nula e, a partir das leis de Newton, podemos deduzir que a esfera realiza um

movimento retilineo uniforme (MRU).

Assim, se observamos o movimento desde o inicio, vamos perceber uma variagdo nio-
linear da velocidade, entretanto, se observarmos o movimento apos ter atingido a

velocidade terminal, perceberemos um MRU, para o qual vale a relacao:
Ax = vterminalAt

Todo esse procedimento de elaboracdo de um modelo que explique o movimento da
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esfera encontra-se representado no Quadro 7.

Laboratorio de Mecénica

Quadro 7. Pressupostos empregados na dedu¢do de um modelo matematico para o

movimento de uma esfera em meio viscoso.

Afirmacées Gerais

Leis, teoremas e principios universais

Leis de Newton.

Afirmacoes Especificas

Aproximagdes, idealizagdes e pressupostos

particulares

As tnicas forcas exercidas na esfera sdo a forga peso, o
empuxo de Arquimedes ¢ uma forga de resisténcia ao
movimento que se torna mais intensa com o aumento do
modulo da velocidade da esfera. O movimento ¢
observado apds a velocidade terminal ter sido atingida.

Modelo matematico

Relag@o entre grandezas experimentais

deduzida das afirmacGes gerais e especificas

AX = ViprminaiAt, em que Ax é o deslocamento da
esfera, At ¢ o intervalo de tempo decorrido desse
deslocamento € Vierminat ¢ @ Vvelocidade terminal

atingida.

A partir do modelo matematico descrito acima, percebemos que a relacdo entre

deslocamento e tempo decorrido deve ser linear, ou seja, se os pressupostos adotados

estiverem corretos, o grafico de deslocamento versus tempo deve ser aproximadamente

uma reta (veja a Figura 19).

>
<

—
£
2.

[AGréfico Esperado \

\_

At (SU

Figura 19. Grafico esperado como resultado da andlise segundo o modelo

matematico expresso no Quadro 7. Se os pressupostos adotados no modelo

estiverem corretos a relagcdo entre deslocamento e tempo deve ser representavel
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por uma reta passando pela origem.

Assim, o modelo matematico nos permite antecipar como serd o grafico. Se ndo
obtivermos a reta esperada, hd necessariamente algo que precisa ser corrigido, por
exemplo, ¢ possivel que algum dos pressupostos (especificos) adotados no modelo ndo
seja valido nesse experimento. Outra explicacdo € que vocé pode ter se equivocado na
coleta de dados ou na propria elaboragao do grafico. Em todo caso, € preciso voltar atrés

e rever o que foi feito.

Representando os dados

A partir do modelo matematico, propomos construir um grafico de deslocamento versus

tempo. Como primeiro passo da andlise, ¢ preciso construir o diagrama de dispersdo

para os dados experimentais. Com respeito ao diagrama de dispersdo, lembre-se de
utilizar o espago disponivel da melhor maneira possivel. Um grafico ¢ como uma
fotografia do plano cartesiano. Quando vamos tirar uma fotografia de alguém, nds
geralmente escolhemos o melhor enquadramento de maneira a ocupar toda a area
disponivel com aquilo que desejamos mostrar, certo? Da mesma maneira, antes de
construir o diagrama de dispersdo, ¢ preciso escolher o “enquadramento” de modo a dar

o maximo de visibilidade aos pontos (Figura 20).

Figura 20. Para mostrar melhor os detalhes do corpo do passaro, tiramos a
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fotografia de maneira que o passaro ocupe todo o espaco disponivel da imagem.

Para construir este grafico, temos a nossa disposicdo algumas folhas de papel
milimetrado com aproximadamente 200 x 120 mm. Com o objetivo de aproveitar a area
do grafico da melhor maneira possivel, comparamos as dimensdes do papel com a
extensdo dos dados e escolhemos as escalas mais adequadas. Feito isso, os dados
experimentais foram finalmente representados em uma folha de papel milimetrado. O

resultado pode ser visualizado na Figura 21.

30

b

&

-
N

Figura 21. Imagem do diagrama de dispersdo “deslocamento por tempo referente

a queda de corpo em meio viscoso”.

Antes de finalizar essa primeira etapa, confira se seu grafico possui: (1) titulo completo;
(2) nomes das grandezas fisicas nos eixos — com unidades indicadas entre parénteses;
(3) indicacdo da escala ao longo dos eixos. Nenhuma liga¢do entre os pontos deve ser
construida neste momento!

Ajustando o modelo matematico aos dados experimentais

O que significa ajustar o modelo matematico aos dados? Significa determinar os valores
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dos parametros da equacdo do modelo de maneira a fazé-la passar o mais proximo
possivel dos pontos no grafico — sem necessariamente toca-los (usualmente a equagao
ajustada ndo passa efetivamente por qualquer um dos pontos experimentais, mas passa

proximo a eles).

O modelo matematico com o qual estamos trabalhando ¢ Ax = ViprminaiAt. Como €
possivel perceber, essa equacao envolve uma velocidade terminal desconhecida. Assim,
ajustar essa equagdo aos dados significa determinar a velocidade terminal tal que o

modelo matemético passe o mais proximo possivel dos dados experimentais'’.

Para analisar estes dados, vamos realizar um ajuste “a olho”. Essa técnica ¢ a mais
rudimentar de todas, mas ¢ extremamente simples de se compreender e executar.
Tragaremos, com o auxilio de uma régua, a reta que, em nossa opinido, passa 0 mais
proximo possivel de cada ponto no grafico sem necessariamente tocar os pontos (neste
caso, como ¢ o usual, a reta ndo coincide com nenhum dos pontos experimentais, mas
passa muito perto que qualquer um deles!). O resultado desse ajuste pode ser

visualizado na Figura 22.

O passo seguinte da andlise ¢ determinar os parametros da reta. Assim, a partir do
grafico, calculamos a declividade conforme a Figura 22. A saber, a declividade ¢ igual a
velocidade terminal. Em um caso mais geral, se a equagdo do ajuste for f(x) = ax + b,
a declividade sera igual ao parimetro “a”. E importante destacar que na determinacio
dos pardmetros da reta NAO nos valemos dos pontos experimentais, mas de dois dos

pontos que pertencem a melhor reta tracada.

"7 Ao determinar a velocidade terminal a partir do grafico, estamos determinando o valor de uma
grandeza a partir de dados experimentais, portanto, a velocidade obtida por esse procedimento possui uma
incerteza que se deve a incerteza na medicdo dos deslocamentos Ax e dos intervalos de tempo At. A saber,
existem métodos estatisticos que permitem estimar a incerteza dos pardmetros de uma fungéo como essa.
Porém, apesar da questdo da incerteza de grandezas experimentais ser fundamental, ndo discutiremos
esses métodos neste livro. Para algum aprofundamento sobre como avaliar a incerteza em uma situagéo
como essa, sugerimos Silva ef al. (1999).
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30

Figura 22. Imagem do gréfico intitulado “deslocamento por tempo referente a
queda de corpo em meio viscoso”. Observe que a reta tracada “a olho” passa

proximo de todos os pontos sem a obrigagdo de toca-los.

( a N

o DECLIVIDADE
g

5 Aordenadas
©

g Aabcissas

Aabcissas

v

= /

Figura 23. A declividade ¢ igual ao parametro “a” que multiplica a variavel

independente na equagdo f(x) = ax + b.
No caso mais geral do ajuste de uma reta do tipo f(x) = ax + b, pode ser necessario
determinar o coeficiente b, chamado parametro independente. Para determinar seu

valor, ¢ preciso observar a altura do ponto em que a reta corta o eixo das ordenadas

(Figura 24).
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@ )

[ (x)=ax+b

< Altura do ponto r\_J
\v de corte

Figura 24. O parametro “b”, que corresponde ao termo constante da funcdo

f(x) = ax + b, pode ser obtido diretamente a partir da altura do ponto de corte da
reta sobre o eixo das ordenadas.
Observe também que os parametros ajustaveis geralmente possuem unidades fisicas que
podem ser extraidas de uma analise dimensional do modelo matematico e devem ser
corretamente registradas. No nosso exemplo (Figura 22), o par de pontos mais afastados
que pertencem a reta tracada no grafico sdo tais que Aordenadas = 25,0cm e
Aabcissas = 8,0 s. Portanto, a declividade da reta tracada (ou seja, a velocidade

terminal atingida pela esfera) que melhor se ajusta aos dados experimentais ¢

aproximadamente igual a 3,1 cm/s.

Como ¢ possivel perceber, a determinacdo do pardmetro que melhor ajusta o modelo
matematico aos dados experimentais ¢ equivalente a realizar uma medi¢do indireta da
grandeza representada nesse parametro (no caso, a velocidade terminal). Como se tem
destacado ao longo desse curso, ¢ muito importante que, ao declarar o resultado de
qualquer medi¢do, seja declarada, também, a incerteza associada a esse resultado.
Assim, seria necessario informar a incerteza da nossa melhor estimativa da velocidade
terminal. Porém, para dar mais clareza aos procedimentos de analise gréafica, optou-se
por ndo discutir neste texto como estimar a incerteza de um parametro obtido do ajuste

de uma funcao a dados experimentais.
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Avaliando a qualidade do ajuste

Em outro momento, discutiremos maneiras mais sofisticadas de avaliar a qualidade do
ajuste de uma fungdo. Por enquanto, podemos ter uma ideia dessa qualidade observando
que os pontos experimentais ndo estdo muito distantes da reta tracada. No nosso caso,
consideramos que os pontos estdo proximos o suficiente para que o ajuste seja

considerado satisfatorio.

Interpretando os resultados

Ao finalizar a analise, ¢ preciso declarar o significado fisico dos pardmetros estimados e
da relacdo funcional adotada no ajuste. Neste caso, a andlise grafica permite-nos

concluir que:

1. A velocidade do corpo pode ser considerada constante ao longo do movimento,
ou seja, a pequena esfera metdlica mergulha no xampu realizando um
movimento retilineo uniforme no trecho observado conforme previsto pelo
modelo.

2. A velocidade terminal atingida pela esfera metélica ¢ aproximadamente igual a

3,1cm/s.

Enfim, existem dois tipos de conclusdo que se pode tirar dessa analise. A primeira diz
respeito ao sucesso do modelo em explicar o0 movimento da esfera no recipiente com
xampu. A segunda ¢ uma medi¢do indireta, ou seja, obtivemos uma medida de

velocidade a partir de medidas de deslocamento e tempo.
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Avalie sua compreensao!

Responda as questdes a seguir sobre o texto de apoio “Introduciio a analise grafica”.

1.

Quais sdo as cinco etapas da andlise grafica segundo o texto? O que deve ser
feito em cada uma dessas etapas?

Qual ¢ o significado de se ajustar uma fun¢do aos dados experimentais?

Qual ¢ o significado da declividade de uma reta que relacione duas grandezas
fisicas? Como essa declividade deve ser obtida a partir do grafico?

Quais sdo os dois principais tipos de conclusdo que se pode tirar de uma anélise
grafica?

Considere um caso de atropelamento seguido de morte em que o motorista se
encontra detido para julgamento. Segundo o inquérito policial, o motorista tinha
razdes para matar a vitima. A defesa, contudo, argumenta que o motorista ndo
tinha sequer visto a vitima e que a alta velocidade do impacto se justificaria por
ele estar dormindo ao volante. Para avaliar essa questdo, um perito em acidentes
de transito realizou uma analise das gravagdes em cameras de seguranca em que
foi possivel identificar a posi¢do em fun¢do do tempo do veiculo antes da batida
(veja Tabela 5). A saber, no inicio da gravacdo (t = 0 s) o veiculo passa pela
origem do sistema de coordenadas adotado pelo perito (x = 0 m). Sabe-se
também que, pelas condigdes de visibilidade da regido onde o ocorreu o
acidente, era esperado que o motorista reagisse a presenca da vitima entre os
instantes t = 0,60set = 0,80 s.

Tabela 5. Dados referentes ao movimento de queda de um corpo.

Tempo (cs) 20+1 40+1 60+1 80+1 100+ 1 120+ 1

Posi¢dio(m) | 47+01 | 91+0,1 | 138+0,1 | 184+0,1 | 234+0,1 | 289+0,1

a. A partir dos dados apresentados na Tabela 5, elabore um grafico de
posicao por tempo. Lembre-se de colocar titulo nos graficos, nomes e
unidades nos eixos!

b. O que se pode afirmar sobre o movimento do carro? A reagdo do
motorista foi de acelerar, frear ou manter a velocidade?

c. Qual era a velocidade do veiculoentret = 0set = 0,60 s?
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Linearizando relacdes nao-lineares

Relacoes nao-lineares

No texto de introducdo a analise grafica, foi discutido um experimento em que a relacao
entre as grandezas fisicas envolvidas era linear, ou seja, poderia ser reduzida a uma
expressdo do tipo f(x) = ax + b. Porém, nem todas as relagdes entre grandezas fisicas
sdo estritamente lineares (Figura 25). Varias grandezas se relacionam umas com as
outras por expressoes que envolvem leis de poténcia, logaritmos, exponenciais,

polindmios...

4 )

>
+

+

>
Variavel Independente /

Figura 25. Exemplo de relagao visivelmente nao-linear.

+

/ Variavel Dependente

Quando estamos lidando com grandezas que mantém relacdo linear, temos uma série de
vantagens praticas. Uma delas: ¢ muito simples avaliar visualmente a qualidade do
ajuste de uma funcao linear, pois uma reta ¢ sempre facil de identificar (veja a Figura
26). Uma parabola, por outro lado, por ser facilmente confundida com uma curva do
tipo f(x) = ax*; em alguns trechos, um logaritmo pode ser confundido com uma
expressio do tipo f(x) = av/x. Outra vantagem ainda mais importante é que tragar uma
reta e inferir os valores dos seus parametros a partir de um grafico em papel
milimetrado ¢ muito mais facil que tracar uma ndo-reta e inferir pardmetros a partir

dela. Assim, a0 menos em principio, tratar grandezas fisicas que mantém relagdes nao-
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lineares dificultaria a realizagdo da analise gréfica.

Figura 26. E facil avaliar se a relagio entre duas grandezas pode ser descrita por
uma funcgdo linear inclinando o papel e observando se os pontos se alinham. Nesta
foto, ¢ possivel perceber que todos os pontos estdo quase que perfeitamente
alinhados, exceto o segundo de baixo para cima (indicado por uma seta). Esse
desvio (praticamente imperceptivel para quem olha o grafico frontalmente)
precisa ser interpretado. Ele pode ter ocorrido por flutuacdo estatistica, mas
também pode representar algum efeito real ou até por falta de pericia de quem

tomou os dados.

Procedimentos de linearizacao

Embora muitas grandezas fisicas mantenham rela¢des nao-lineares, ¢ possivel lineariza-
las usando escalas ndo-lineares. O que isso significa? Isso quer dizer que, em alguns
casos, ¢ possivel obter um grafico linear (reta) mesmo quando a relagdo entre as

grandezas fisicas envolvidas for ndo-linear.

Para compreender essa situacdo um pouco melhor, imagine que suspendemos uma
massa m em uma mola de constante elastica k. Considere, também, a expressdo para o

periodo de oscilagdo em um sistema massa-mola ideal:
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Como a massa suspensa em uma mola ¢ relativamente facil de controlar em laboratoério,
vamos considerar que a massa m ¢ variavel independente e que o periodo T ¢ variavel
dependente: T = T(m). A relacdo para o periodo em funcdo da massa ndo ¢ linear

porque a variavel independente m aparece sob uma raiz quadrada.

Na Tabela 6, sdo apresentados dados referentes a um oscilador real que se aproxima
significativamente do sistema massa-mola ideal. A rigor, as incertezas de cada medida
apresentada na tabela deveriam ser informadas. Estamos optando por omitir essas

incertezas para dar mais clareza aos procedimentos de linearizagao.

Tabela 6. Dados referentes ao periodo do sistema massa-mola em fun¢do da massa.

Massa (g) 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0 70,0 80,0

Periodo (s) 0,363 0,513 0,628 0,726 0,811 0,888 0,959 1,026

Os dados apresentados na Tabela 6 foram representados em um diagrama de dispersdo

(Gréafico 6). Como ¢ possivel perceber, e o grafico obtido expressa uma relagdo que ndo
¢ descrita adequadamente por uma relacdo linear (os pontos ndo estdo alinhados). Para
contornar essa nao-linearidade, propomos definir uma nova variavel ¢ =+/m. Nesse

caso, tem-se que:

21
TE) = \/_FE

Essa nova equacao ¢ linear, ou seja, o grafico do periodo T contra a raiz quadrada da
massa (¢ =+/m) deve ser uma reta que passa pela origem e possui declividade igual a

2m/vVk. Com efeito, ao fazermos um grafico do periodo contra a raiz quadrada da
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massa suspensa (Grafico 7) os pontos ficam todos alinhados, formando uma reta.

Grifico 6. Periodo pela massa suspensa em um
sistema massa-mola (escala linear).
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Grafico 7. Periodo do oscilador pela raiz quadrada
massa suspensa (escala nio-linear).

1,2

[EEN
g

o
00
4

Periodo de oscilagdo (s)
o 2o
ENY (o))
L
4

o
)

o

0 2 4 6 8 10

Raiz quadrada da massa suspensa (g%/2)

Procedimentos desse tipo, que nos permitem representar relagdes ndo-lineares com uma
reta, sdo chamados procedimentos de lineariza¢do. H4 geralmente mais de uma maneira
de linearizar uma relacdo nao-linear. A propoésito, no exemplo em questdo, o grafico do

periodo ao quadrado pela massa também deve resultar em uma reta.
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Linearizacao e escala logaritmica

Os procedimentos de linearizacdo preferidos nos laboratérios didaticos de Fisica
envolvem logaritmos. Métodos desse tipo sdo muito usuais e se aplicam a uma
variedade de situacdes. Considere, por exemplo, que estamos lidando com modelo
matematico do tipo y(x) = ax™ (tal modelo matematico ¢ usualmente denominado “lei
de poténcia”). Salvo no caso trivial em que n = 1, essa equagdo descreve uma relagdo
ndo-linear. Se tomarmos o logaritmo dos dois lados da equagdo, obteremos logy =
loga + nlogx. Para tornar ainda mais claros os nossos objetivos com esse

procedimento, vamos definir Y = logy e X = log x. Assim, podemos escrever:
Y(X) =loga+nX

Como ¢ possivel perceber, embora y(x) seja ndo-linear, a fungdo Y (X) ¢ linear! Em
termos mais praticos, essa manipulacdo quer dizer que, se a relacdo entre duas
grandezas for do tipo y(x) = ax™, o grafico de logy versus logx deve ser uma reta

com declividade igual a n e ponto de corte no eixo das ordenadas igual a log a.

Retomemos o caso do oscilador massa-mola (Tabela 6). Dado que a funcdo T(m) =
2m\/m/k pode ser escrita sob a forma y(x) = ax™, o grafico de logT versus logm

deve ser uma reta com declividade % e ponto de corte igual a log( 2m/Vk). O grafico
de log T versus logm encontra-se no Grafico 8. A partir dele, ¢ possivel perceber que a

declividade da reta apresentada ¢ aproximadamente igual a 2 conforme esperado.

Agora, vamos considerar outro exemplo. Imagine que estamos lidando com um modelo
matematico que possui a seguinte forma geral: w(t) = ae®®. Se tomarmos o logaritmo
dos dois lados da equacdo, teremos logw =loga + bt. Definindo W = logw,
podemos escrever:

W(t) =loga + bt
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Assim, como ¢ possivel perceber, se as grandezas w e ¢ mantém uma relacdo

exponencial do tipo w(t) = ae’®, entdo o grafico de logw contra t deve ser uma reta

com declividade b e ponto de corte (no eixo das ordenadas) igual a log a. Enfim, esses

métodos de aplicar logaritmo ao modelo matematico sdo bastante gerais e podem ser

aplicados em uma diversidade de situa¢des para linearizar “leis de poténcia” e relagdes

exponenciais.

Grafico 8. Logaritmo do periodo do oscilador pelo

logaritmo da massa suspensa.

Como descobrimos a relacio entre as variaveis?

o 0,1
o
=
2 0
= 1 1,2 14 16 @38
2 0.1 ¢ 3
o ’
o L 4
T
8 -0,2 L 4
R
g 03 *
)
]
o
0,4
£ ¢
T
g 05 X
= Logaritmo da massa suspensa (Log g)

E importante destacar que, para realizar qualquer procedimento de linearizagdo, ¢é

preciso ter alguma ideia anterior de qual ¢ a relagcdo entre as grandezas envolvidas.

Procedimentos de linearizagdo ndo permitem descobrir a relagao

entre varidveis a partir dos dados, mas testar uma relacdo que, por

intui¢do ou razdo teorica, € possivel pressupor.

A rigor, procedimentos de
linearizacdo nao permitem
descobrir a relacdo entre
variaveis a partir dos dados.

No exemplo explorado ao longo deste texto, partimos do pressuposto de que a relacao

entre periodo e massa do oscilador construido em laboratério era do tipo T(m) = avm.

Essa informacdo ndo foi fornecida pelos dados, mas foi retirada do modelo que
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propusemos para o oscilador € que implica a expressdo T = 2m/m/k.

O que o procedimento de linearizagdo nos permite fazer ¢ testar a relagdo pressuposta

com base em dados experimentais. Ou seja, se a relagdo entre periodo e massa do
oscilador for muito diferente de T(m) = av/m, entdo os pontos no grafico nio ficardo
alinhados ap6s o procedimento de linearizagdo. Se, ap6s a transformagdo via logaritmo,
os pontos que formam o grafico ndo estiverem razoavelmente alinhados, hé algo errado.

Ha algo que precisa ser corrigido.

Nao ¢ possivel comprovar uma relacdo entre varidveis experimentais a partir de uma
analise grafica. Sozinhos, os dados ndo falam. Eles ndo informam, por exemplo, se a
relagdo entre as grandezas em questdo ¢ exponencial, logaritmica, polinomial... Essa
relacdo, usualmente, nos a temos em mente antes mesmo de realizar o experimento. A
relacdo entre grandezas experimentais até pode ser intuida pela observacao dos dados,
mas nunca chega a ser imposta exclusivamente por eles. A rigor, o que fazemos com
relagdo aos dados ¢ um teste. Nosso conhecimento de Fisica, particularmente nossa

habilidade em elaborar modelos da mecanica, nos permitiu propor o modelo em que

T = 2m/m/k. Esse modelo foi testado por meio de uma analise grafica e sobreviveu ao
teste. Ou seja, 0 modelo pode ser considerado valido por descrever razoavelmente bem

os resultados experimentais.
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Avalie sua compreensao!

Responda as questdes a seguir sobre o texto de apoio “Linearizando relagdoes niao-

lineares”.

1. O que ¢ uma relagdo linear? E uma relagdo nao-linear?

2. Por que ¢ importante reduzir relacdes ndo-lineares a relagcdes lineares em uma
andlise grafica?

3. Descreva brevemente o processo de linearizagdo de uma fungdo do tipo
f(x) = ax?.

4. Descreva brevemente o processo de linearizagdo de uma fungdo do tipo
f(x) = avx.

5. E possivel descobrir a relagdes entre duas grandezas fisicas exclusivamente a
partir dos dados experimentais? Justifique sua resposta.

6. Geralmente, quando desejamos analisar movimentos de queda vertical,

elaboramos graficos de posi¢do x por tempo ao quadrado t2. Isso ¢ feito porque,
se Ax = at?/2 é valida, entdo o grafico obtido deverd ser uma reta que passa
pela origem e possui declividade igual a metade da aceleragdo. Os dados
apresentado na Tabela 7 se referem ao movimento de um corpo em queda
vertical que ndo parte do repouso. Ou seja, Ax # at?/2. As incertezas foram
omitidas.

Tabela 7. Dados referentes ao movimento de queda vertical de um corpo com
velocidade inicial diferente de zero.

T

Tempo (s) 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

Posi¢iio (cm) 39,8 89,4 148,6 217,6 296,2 384,6

a. Construa um grafico de posi¢ao por tempo ao quadrado.

b. Como ¢ possivel perceber, o grafico de posi¢cdo por tempo ao quadrado
ndo é uma reta, mas uma curva semelhante a f(x) = v/x. Explique esse
resultado. Por que a transformacdo proposta no item anterior nao
linearizou os dados?

Considere os planetas do sistema solar. Com boa aproximagdo, os periodos
orbitais T e suas distancias médias D ao Sol se relacionam pela 3% lei de Kepler:
T?/D3 = k. A partir da lei da gravitagdo universal e das trés leis de Newton,
assumindo algumas idealizacdes, ¢ possivel demonstrar que a constante k na lei
de Kepler depende somente da massa do Sol (M) e da constante da gravitacao
universal (G): k = 4m?/GM. Com isso, a 3* lei de Kepler pode ser escrita da
seguinte forma:

2
T? =f;iMD3

Como ¢ possivel perceber, a relagdo entre periodo e distdncia média prevista na
3* lei de Kepler ¢ ndo-linear. Porém, um grafico do periodo ao quadrado pela
distancia média ao cubo deve se assemelhar a uma reta que passa pela origem
com declividade k = 4m?/GM. Assim, sabendo o valor da constante da
gravitacdo universal (que pode ser determinada em laboratorio), ¢ possivel
inferir a massa do Sol a partir do movimento dos planetas!
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Na Tabela 8 sdo listados os periodos orbitais de trés planetas do sistema solar e
suas respectivas distancias médias ao Sol em unidades do Sistema Internacional.
As incertezas foram omitidas.

Tabela 8. Periodos de translagdo dos planetas no sistema solar e suas respectivas
distancias médias ao Sol.

Planeta Periodo (10" s) | Distancia média ao Sol (10" m)
Mercurio 0,760 0,579

Vénus 1,941 1,082

Terra 3,156 1,496

a. A partir dos dados apresentados na Tabela 8, elabore um gréafico do
periodo orbital ao quadrado pela distdncia média ao cubo. Trace a reta
que passa pela origem e mais bem se ajusta aos dados. Em seguida,
determine a constante k da lei de Kepler a partir do grafico.

b. Tendo obtido a constante k& da lei de Kepler, considerando G =
6,67 10711 Nm?2 /kg?, estime a massa do Sol (A saber, a massa do Sol é
aproximadamente igual a 1,9891 103° kg).
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APENDICE A

Método numérico para propagacio da incerteza
Neste apéndice, apresentamos um procedimento numérico alternativo que ¢ tdo valido
quanto a expressdo analitica da lei de propagacdo de incerteza (LIMA JUNIOR e
SILVEIRA, 2011a). Como essa alternativa pode ser discutida e compreendida sem o
ferramental matematico necessario a da lei de propaga¢do, vemos nele uma enorme
vantagem para cursos de Fisica introdutoria.
O modelo matematico linear
Como primeiro passo para compreender esse procedimento alternativo, considere um
modelo matemadtico linear, ou seja, considere que duas grandezas fisicas mantém uma
relacdo do tipo y = ax. Nessa relacdo, x ¢ a grandeza de entrada, y ¢ a grandeza de
saida e a ¢ uma constante conhecida exatamente (que ndo contribui para a incerteza de
y). Assim, toda a incerteza de y se deve a incerteza de x.
Por exemplo, considere que x representa o didmetro de uma circunferéncia e y o seu
comprimento. Nesse caso, podemos escrever y = ax, com a = 1. Considere também
que o didmetro da circunferéncia em questdo foi determinado com régua, resultando
(21,34 £ 0,05) cm.

- ™

Py 1)) |

9] R

X —ulx) X +Fulx) -~
K X —u(x X tulx \/

Figura A.1. Observe que, se a relagdo entre y e x ¢ linear, a determinagdo da

incerteza que se propaga de x para y se reduz a um problema geométrico
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elementar.
Como vocé ja sabe, o grafico de uma relagdo linear ¢ sempre uma reta. Observando o
grafico representado na Figura A.1, percebe-se que ao intervalo determinado pela
incerteza u(x) em torno da melhor estimativa X corresponde um intervalo no eixo y.
Esse intervalo determina a incerteza u(y) que se propaga de x para y.
Como ¢ possivel perceber, a determinagdo da incertexa u(y) € relativamente simples e
pode ser feita segundo demonstrado nas Figuras de A.2 a A.4.

YA

‘—AI

o o e

Figura A.2. O primeiro passo ¢ obter ¥ substituindo o valor X no modelo
matematico. E importante manter uma quantidade grande de algarismos no
resultado dessa operagdo. No exemplo em questdo, fazemos y = m-21,34 =

67,0416 cm.

>

2l]-------

—_— L
x+ux) x

Figura A.3. O segundo passo ¢ obter y + u(y) a partir de X + u(x), ou seja,
somamos o resultado da medicao da grandeza de entrada X a sua incerteza u(x) e
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substituimos o valor obtido no modelo mateméatico. No exemplo em questio,

fazemos ¥ + u(y) = m- (21,34 + 0,05) = m-21,39 = 67,1987 cm.

>

X+ ux) x

uf-------

Figura A.4. O terceiro passo ¢ calcular a diferenca entre y + u(y) (obtido no
passo 2) e ¥ (obtido no passo 1). Com isso, no nosso exemplo, obtém-se
u(y) = 0,1571 cm. Importante! A incerteza deve ser sempre um valor positivo.
Por isso, se ao final desse processo vocé obtiver um resultado negativo, considere
que a incerteza propagada ¢ o modulo desse resultado.

Embora existam critérios mais sofisticados para determinar com quantos algarismos

deve ser registrada a incerteza da medicdo, sugerimos adotar
Recomendamos que as

incertezas sejam
representadas com um
algarismo ndao-nulo somente.

que as incertezas sejam representadas somente com um

algarismo ndo-nulo. Ou seja, arredondamos u(y) = 0,1571 cm
para u(y) = 0,2 cm. Com isso, o resultado da medi¢do y = 67,0416 cm devera ser
escrito com apenas um algarismo apos a virgula'®. Ou seja, ¥ = 67,0 cm. Enfim,
(67,0 £0,02) cm ¢ a expressdo compacta do resultado e da incerteza da medicdo do
comprimento da circunferéncia cujo didmetro ¢ (21,34 + 0,05) cm.

A reta tangente

Considere que a fungcdo y = f(x) representa uma relagdo matematica nao-linear

qualquer entre duas grandezas experimentais e que o grafico dessa fung¢do ¢ uma curva

' A necessidade de representar a incerteza e o resultado da medi¢do com a mesma quantidade de
algarismos apos a virgula foi discutida em texto anterior sobre incerteza e algarismos significativos.

89



Lima Junior, P. et al. (2013) Laboratdrio de Mecanica

suave. Essa relagio pode ser um polindmio (y = ax? + bx + ¢), uma fungdo
exponencial (y = aeP”), uma fun¢io logaritmica (y = alogbx) ou qualquer outra
funcdo suave que represente grandezas experimentais.

A melhor estimativa da grandeza de entrada, representada por X, determina um ponto da
curva com respeito ao qual € possivel tragar uma reta tangente a essa curva conforme a

Figura A.5.

~
L
X

i

Figura A.5. Observe que, na vizinhanga do ponto com respeito ao qual foi tragada

a reta tangente, essa reta se aproxima relativamente bem da propria curva.
Como ¢ possivel perceber, a reta que € tangente a curva no ponto de coordenada x esta
bastante proxima de todos os outros pontos da curva na vizinhanga de X. Assim,
dizemos que a reta tangente a curva ¢ uma boa aproximacdo a curva nessa regiao.
Entretanto, quando nos afastamos muito de x, percebemos que a reta tangente e a curva
se afastam. Fora da vizinhanga de X, a reta tangente ndo ¢ uma boa aproximagdo a

curva.

Portanto, desde que estejamos trabalhando na vizinhanca de X,
Por mais exoética que seja a

L. . N fungao f(x) na vizinhanga de
podemos substituir a curva determinada pela fungdo y = f(x) por %, podemos aproximar essa

fungdo por uma reta!

uma reta tangente a curva nesse ponto. Ou seja, na vizinhanga de
X, por mais exoética que seja a fungdo suave f(x), podemos aproxima-la por uma reta!
Propagacao de incerteza no caso niao-linear

Desde que estejamos trabalhando na vinzinhaga de X, ou seja, desde que u(x) seja
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bastante pequeno, temos garantido que o modelo matematico (por mais exdtico que
seja) pode ser considerado aproximadamente linear. Ou seja, vale o procedimento para
obtencdo de u(y) a partir de u(x) que descrevemos hé pouco.

A titulo de ilustragdo, considere que desejamos determinar a area A da face circular de
uma peca metalica a partir do seu didmetro d, que, medido com um paquimetro,

resultou (17,468 + 0,005) cm. Nesse caso, podemos escrever:

/s
A=—d?
4

Evidentemente, estamos lidando agora com uma relacdo ndo-linear. Porém, na
vizinhanga do ponto d = 17,468 cm podemos considera-la linear. Com isso,
procedemos assim:

1. O primeiro passo ¢ obter A substituindo o valor d no modelo matemético. E
importante manter uma quantidade grande de algarismos no resultado dessa
operagao. No exemplo em questao, fazemos
A=m/4-17,468% = 239,64935 cm?.

2. O segundo passo ¢ obter A + u(A) a partir de d + u(d), ou seja, somamos o
resultado da medicio da grandeza de entrada d & sua incerteza u(d) e
substituimos o valor obtido no modelo matematico. No exemplo em questio,
fazemos A + u(A) = m/4 - 17,473% = 239,78656 cm?.

3. O terceiro passo ¢ calcular o modulo da diferenca entre A + u(A) (obtido no
passo 2) e A (obtido no passo 1). Com isso, no nosso exemplo, obtém-se
u(4) = 0,13721 cm?.

Representando a incerteza com somente um algarismo ndo-nulo e arredondando o
resultado da medicao para apresentar a mesma quantidade de algarismos apds a virgula

que a incerteza, obtemos (239,6 + 0,1) cm?.
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Propagacio no caso de mais de uma variavel
Para estimar a incerteza da medicdo de uma grandeza que depende de muitas varidveis
de entrada, ¢ preciso levar em consideragdo um fato que ndo podemos demonstrar
agora: diferentes parcelas da incerteza da medi¢do de uma mesma grandeza se somam
aos quadrados, e o resultado dessa soma é o quadrado da incerteza propagada'’.
Assim, quando nos depararmos com uma situacao em que hd mais de uma grandeza de
entrada e somente uma grandeza de saida, o quadrado da incerteza da grandeza de saida
¢ determinado pela soma dos quadros das contribuigdes das incertezas de cada variavel.
Por exemplo, considere que estamos diante de um péndulo com (1,000 + 0,005)m de
comprimento ¢ (2,00 + 0,01)s de periodo™. Acrescentando essas informagdes ao
modelo matematico do péndulo simples (g = 472 1/T?), as contribui¢des de u(l) e
u(T) para a incerteza u(g) devem ser calculadas da seguinte maneira:
* Seja ur(g) a contribuicdo do periodo T para a incerteza u(g). Para obter essa
contribuicdo, fixamos as outras variaveis e fazemos variar somente o periodo.

1. Calculamos a melhor estimativa da variavel de saida substituindo as melhores
estimativas das varidveis de entrada no modelo matematico. Ou seja, g =
42 1/T? = 9,86960 m/s>.

2. Repetimos o mesmo célculo acrescentando a incerteza u(T) ao valor T e
mantendo todo o resto inalterado. Ou seja, g + ur(g) = 4n? /[T + u(T)]? =
9,77164 m/s>.

3. O terceiro passo ¢ calcular a diferenca em modulo entre g + ur(g) (obtido no
passo 2) e g (obtido no passo 1). Com isso, no nosso exemplo, obtém-se

ur(g) = 0,09796 m/s?.

19 ~ . . ~ « 0. ~ , . .

A compreensdo mais rigorosa dessa questdo exigiria a demonstragdo, também rigorosa, da lei geral de
propagacdo da incerteza, que foge ao escopo deste apéndice.
20 ~ .

Esses valores sdo ficticios.
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* Seja u;(g) a contribuicdo do comprimento [ para a incerteza u(g). Para obter essa
contribuicdo, fixamos as outras variaveis e fazemos variar somente o comprimento.
1. Ja foi calculada a melhor estimativa da variavel de saida: § = 9,86960 m/s?.
2. Repetimos o mesmo calculo acrescentando a incerteza u(l) ao valor I e
mantendo todo o resto inalterado. Ou seja, g + u;(g) = 4m?[l + u(D)]/T? =
9,91895 m/s?.

3. O terceiro passo ¢ calcular a diferenga em moédulo entre g + u;(g) (obtido no
passo 2) e g (obtido no passo 1). Com isso, no nosso exemplo, obtém-se
ur(g) = 0,04935 m/s?.

* Ao final, as contribui¢des da incerteza de cada grandeza de entrada para a incerteza
na medicdo da grandeza de saida ¢ calculada por uma soma de quadrados
semelhante ao que se faz para obter o comprimento da hipotenusa de um tridngulo
retAngulo a partir do teorema de Pitagoras. Ou seja, u?(g) = u2(g) + u?(g). Com
isso: u(g) = 0,10969 m/s?.

Enfim, fazendo os devidos arredondamentos, resulta desse procedimento que a

aceleragdo da gravidade é aproximadamente dada por g = 9,9 m/s? com incerteza

u(g) = 0,1 m/s?. Igualmente, comparando as quantidades u;(g) = 0,09796 m/s? e

ur(g) = 0,04935 m/s?, podemos avaliar que o periodo T ¢ a grandeza de entrada que

mais contribui para a incerteza da aceleragdo local da gravidade. Com isso, vocé deve

ter aprendido a propagar incertezas e interpretar essa propagacao.
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APENDICE B

Expressao analitica para a lei de propagacao
E geralmente a partir do segundo ou terceiro semestre que os alunos dos cursos de
graduagdo em ciéncias, engenharia e matematica dominam célculo diferencial o
suficiente para estimar a incerteza propagada a partir da expressdo analitica conhecida
como “lei de propagagdo da incerteza” (JOINT COMMITEE FOR GUIDES IN
METROLOGY, 2008a). Contudo, para os alunos que ainda ndo dominam derivadas, a
expressao analitica da lei de propagacdo da incerteza fica sem sentido. Por isso, evita-se
ensinar e cobrar em laboratérios de mecanica experimental esse tipo de procedimento.
Para compreender do que trata essa lei de propagacdo, considere primeiro o seguinte
modelo matematico genérico que relacione uma grandeza de saida y as n grandezas de
entrada Xy, Xy, ..., Xp:

y = f(X1 X2, 00, %)

Seja X; a melhor estimativa da i-ésima grandeza de entrada e u(x;) sua incerteza de
medi¢do. Assumindo que a correlagdo entre as n grandezas de entrada pode ser
desprezada e que o modelo matematico y = f(xq, X5, ..., X,) seja aproximadamente
linear na regido de interesse, ¢ possivel estimar a incerteza u(y) da grandeza de saida

pela seguinte lei de propagacao:
of 1° of 1° of 1°
o) = [5] we + 5] wew o 5] we)
O exemplo do péndulo simples
Considere que estamos diante de um péndulo com (1,000 + 0,005)m de comprimento
e (2,00 +0,01)s de periodo®' que se comporte aproximadamente como um péndulo

simples. A proposito, a lei propagacdo da incerteza, aplicada ao modelo matematico do

péndulo simples (g = 4m?1/T?), fornece:

21 ~ ;.
Esses valores sdo ficticios.
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2

—2
1 2]
w?(g) = [4n2E W2 (D) + lzmz% W2(T)

Sem nos deixar intimidar pela aparente complexidade dessa equacao, substituimos nela:
(1) as melhores estimativas [ = 1,000 m ¢ T = 2,00 s; e (2) as incertezas de medigio
u(l) = 0,005 meu(T) = 0,01 s das grandezas de entrada. Com isso, obtemos:

1
2,002

2-1,000
2,003

2 2
u?(g) = [4712 ] 0,005% + [4n2 ] 0,012 = t*-0,005% + * - 0,012

= u(g) =+/m*-0,0052 + - 0,012 = 0,1103 m/s?
Enfim, arredondando u(g) para apresentar somente um algarismo ndo-nulo e
arredondando g para apresentar a mesma quantidade de algarismos apods a virgula que
u(g), temos que a aceleracao local da gravidade pode ser expressa por (9,9 +
0,1)m/s?. Ou seja, no nosso exemplo, o valor (verdadeiro) da aceleragdo local da
gravidade provavelmente pertence ao intervalo de 9,8 m/s? a 10,0 m/s?. Igualmente,
comparando os termos da soma de quadrados 7* - 0,0052 + 7t* - 0,012, somos capazes
de perceber que o periodo T, com u(T) = 0,01 s, é a grandeza de entrada que mais
contribui para a incerteza da aceleragdo local da gravidade. Com isso, vocé deve ter

aprendido a propagar incertezas e interpretar essa propagagao.
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APENDICE C
Expressoes tabeladas para propagacio da incerteza

Dentre os procedimentos de avaliacdo da incerteza da medicdo que ndo envolvem
explicitamente derivadas parciais, o mais popular € o recurso a expressoes tais como as
apresentadas na Tabela Cl1. Tais expressdes tabeladas sdo simplesmente casos
particulares da forma analitica da lei de propagacdo da incerteza (veja apéndice B).
Portanto, assim que aprendem a resolver derivadas parciais, os alunos devem ser
capazes deduzir sozinhos os resultados apresentados na Tabela C1. Neste apéndice,
apresentamos algumas expressdes para propagacdo de incerteza e ilustramos como

combina-las para dar conta de situagdes mais complexas.

Tabela C1. Algumas expressoes tabeladas para propagacdo da incerteza.

Operacio Incerteza propagada pela operacao
@ | Soma ou subtragdo: X = A £ B. u?(X) = u?(4) + u?(B).
N
é Multiplicagdo de variaveis: X = A - B. u?(X) = A% -u?(B) + B? - u?(4).
—
& Divisdo: X = A/B. u?(X) = (1/B)? - u?(A) + (A/B*)?* - u*(B).

Mulplicagdo por uma const. n: X = nd. | u(X) = |n| - u(4).

Poténcia: X = A™, com n const. u(X) = |nA™ 1| - u(4).

1 grandeza

Exponenciacdo: X = e™, com n const. | u(X) = [ne™| - u(A).

As expressoes da Tabela Cl estdo agrupadas em duas categorias. Na primeira,
encontram-se as expressdes com duas grandezas de entrada. Na segunda, as expressoes
com somente uma grandeza de entrada. Como ¢ possivel perceber, a propagacdo de
incerteza ¢ geralmente uma soma de quadrados. Contudo, nos casos em que ha somente
uma grandeza de entrada, esses quadrados podem ser simplificados. Para garantir que a
incerteza propagada u(X) seja sempre uma quantidade positiva, alguns fatores foram

registrados em moddulo (veja as trés ultimas linhas da Tabela C1).
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Um exemplo elementar: Estimando valores de area

Considere que queremos avaliar a superficie S de uma chapa de aluminio retangular
com dimensdes x = (120,00 + 0,05)cm e y = (90,00 £+ 0,05)cm. Da Tabela Cl,
sabe-se que a incerteza da superficie S = x - y, por se tratar de uma multiplicagdo entre

duas varidveis, pode ser obtida por meio da expressdo u?(S) = x? - u?(y) + y? - u?(x).

Logo, u(S) = \/1202 0,052 +902-0,052 = 7,5cm?. Enfim, arredondando a
incerteza para o primeiro valor inteiro superior, a superficie da placa metalica pode ser
estimada em (1,0800 + 0,0008) m?2.

Um exemplo menos elementar: O péndulo simples

Considere que estamos diante de um péndulo com (1,000 + 0,005)m de comprimento
e (2,00 +0,01)s de periodo™ que se comporte aproximadamente como um péndulo
simples. Desejamos determinar a aceleragdo da gravidade a partir do comprimento e
periodo desse péndulo segundo o modelo matematico g = 4m2l/T?2. Como é possivel
perceber, ndo ha na Tabela C1 nenhuma expressdo que fornega diretamente a incerteza
de g. Em situacdes como essa, geralmente podemos encontrar uma equacgdo de
propaga¢do combinando equagdes tabeladas.

O procedimento consiste em dividir o modelo matematico em operagdes mais simples
para as quais a propagacao seja conhecida. Por exemplo: (1) em primeiro lugar, ¢ feita a
poténcia T? para obter @ = T?; (2) em seguida, divide-se o comprimento [ por a para
obter B = l/a; (3) enfim, multiplica-se B pela constante 472 para obter a grandeza de
saida g = 4m%pB descjada. Para cada um desses passos, a propagacdo estd bem
especificada, faltando somente juntar tudo em uma expressao tunica. Esse procedimento

encontra-se representado na Tabela C2.

22 ~ ;.
Esses valores sdo ficticios.
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Tabela C2. Encontrando a lei de propagagdo da incerteza para o modelo matematico do
péndulo simples (g = 4m%l/T?).

Passo | Operacio Propagacio

01 a = T? (poténcia) u(a) = 12T - u(T).

02 B = l/a (divisdo) u?(B) = (1/a)? - u?() + (I/a?)? - u?(a).
03 g = 4m? - B (multip. por cons.) | u(g) = 4m? - u(p).

Substituindo as expressdes de propagacdo uma na outra para obter u(g) como fungao
de u(T) e u(l), obtemos exatamente o que resultaria de resolver as derivadas parciais

na forma analitica da lei de propagag¢do da incerteza (Apéndice B):
2 _ 2 1 ’ 2 2 21’ 2
w3 (g) = [4n E] W2 (D) + [4n %l W2(T)
Sem nos deixar intimidar pela aparente complexidade dessa equagdo, substituimos nela:
(1) as melhores estimativas [ = 1,000m e T = 2,00 s; ¢ (2) as incertezas de medicdo

u(l) = 0,005 meu(T) = 0,01 s das grandezas de entrada. Com isso, obtemos:

1
2,002

,2-1,0007?
2,003

2
u?(g) = [4712 ] 0,005% + [47‘[ 0,012 = t*-0,005% + * - 0,012

~u(g) =+/m*-0,0052 + 4 - 0,012 = 0,1103 m/s?
Enfim, arredondando u(g) para apresentar somente um algarismo ndo-nulo e
arredondando g para apresentar a mesma quantidade de algarismos apods a virgula que
u(g), temos que a aceleracao local da gravidade pode ser expressa por (9,9 +
0,1) m/s?. Igualmente, comparando os termos da soma de quadrados 7* - 0,005% +
* - 0,012, somos capazes de perceber que o periodo T, com u(T) =0,01s, é a
grandeza de entrada que mais contribui para a incerteza da aceleracdo local da
gravidade. Com isso, vocé deve ter aprendido a propagar incertezas e interpretar essa

propagacao.
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APENDICE D

Procedimentos do tipo B: Uma visdo mais detalhada
Segundo o Guia (JOINT COMMITEE FOR GUIDES IN METROLOGY, 2008a),
avaliagdes do tipo B devem ser baseadas em toda a informagdo disponivel sobre os
instrumentos e procedimentos utilizados. Por exemplo:

a) dados coletados anteriormente;

b) experiéncia ou conhecimento geral sobre o comportamento e propriedades de
materiais e instrumentos;

c¢) resolugdo de leitura do instrumento;

d) especificagdes do fabricante;

e) dados disponiveis em certificados de calibragao;

f) incerteza associada a valores de referéncia.

Em sintese, a avaliagdo da incerteza do tipo B consiste em trés passos:

a) Identificar, no conjunto das informacdes disponiveis sobre procedimentos e
instrumentos de medi¢do, aquelas que provavelmente estdo relacionadas a
producdo de incerteza da medicao;

b) Escolher uma distribuicdo de probabilidades mais razoavel em vista das
informagdes disponiveis;

c) Ajustar os parametros da distribuicao as informagdes disponiveis para produzir
uma quantidade que possa ser interpretada como desvio padrao.

O terceiro passo ¢ importante porque, tanto em procedimentos do tipo A quanto em
procedimentos do tipo B, a incerteza da medi¢do sempre poderd ser interpretada como
um desvio padrdo. O exemplo a seguir ilustra uma avaliacdo da incerteza do tipo B,
destacando como esse procedimento de avaliagdo ¢ fundamentalmente dependente de

hipoteses que o experimentador langa a partir do seu conhecimento, experiéncia e
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intuicao.

Exemplo 01: Medicoes feitas com régua e paquimetro

Em primeiro lugar, vamos retomar nosso exemplo da Figura D.1, em que desejadvamos
avaliar o comprimento de um clipe de papel. Apesar de ser muito simples, essa situagdo
¢ importante porque o argumento desenvolvido para trata-la pode ser estendido
facilmente a qualquer medi¢cdo que envolva escalas analdgicas.

Passo 01 (Identificando informagéoes relevantes). Como ¢ possivel perceber, ha pelo
menos duas informacdes relevantes que nos permitiriam avaliar a confiabilidade do
resultado de medigdes feitas com instrumentos da familia da régua: (1) o material com o
qual ¢ feito esse instrumento (geralmente réguas e paquimetros de plastico sdo mais
deforméveis e sdo fabricados com calibragdo menos confiavel); e (2) a largura da menor
divisdo da escala desses instrumentos (na régua, geralmente igual a 1 mm).

Passo 02 (Escolhendo uma distribui¢do de probabilidades). Além da mais consagrada
distribuicdo gaussiana de probabilidades apresentada em texto anterior (Grafico 3),
existem duas distribuicdes importantes na literatura (Grafico D.1) eventualmente
utilizadas em avaliagdes da incerteza do tipo B. A esquerda, encontra-se a chamada

distribui¢do uniforme. A direita, a distribui¢do triangular.

Grafico D.1. Exemplos de distribui¢des de probabilidade que também podem ser
utilizadas na avalia¢do da incerteza do tipo B.

(a) Distribui¢do uniforme (b) Distribui¢do triangular

flx) N

Xy- 0,5 Xy Xy +0,5 X (mm) Xy - 0,5 Xy Xy +0,5 X (mm)

Como ¢ possivel perceber, se compararmos duas distribuicdes da mesma largura, sendo
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uma retangular e outra triangular, a distribuigdo triangular estd mais concentrada (menos
dispersa) em torno do seu valor médio. Portanto, seu desvio padrdo deve ser menor. A
saber, os desvios padrdo das distribuicdes retangular e triangular relacionam-se com a

largura da base L pelas seguintes expressoes:

L
Oretangular — ﬁ

L
Otriangular = ﬁ

Em palavras, escolher uma distribui¢do triangular em detrimento de uma distribui¢do
retangular significa que temos motivos para acreditar que a confiabilidade do dado que
estamos obtendo ¢ maior. Mas como essas propriedades podem nos ajudar na escolha de
uma dessas distribui¢des? Se levarmos em consideracdo que instrumentos de plastico
sd0 menos confidveis que instrumentos de metal, faz sentido escolhermos a distribuicdo
triangular para estes e a distribui¢cdo retangular para aqueles.

Passo 03 (Ajustar parametros independentes). O Uinico parametro independente das
distribuicdes retangular e triangular ¢ a largura da base. Poderiamos considerar que,
apesar das davidas que podemos ter sobre o comprimento do clipe de papel (Figura
D.1), nossa duvida nunca excede um milimetro. Assim, a largura da base das
distribuicdes (Grafico D.1) podem ser consideradas aproximadamente dadas por
L = 1 mm. Inserindo essa informa¢do nas equacdes do desvio padrdo, obtemos: (1)
para medi¢des de um comprimento x com régua de plastico, admitindo-se a distribui¢ao
retangular, uma incerteza u(x) = 0,3mm; e (2) para medigdes com réguas de metal,
admitindo-se uma distribui¢@o triangular, uma incerteza u(x) = 0,2mm.

A justificativa para que tradicionalmente se avalie os valores de incerteza, devido a
resolucdo de instrumentos analdgicos, pela metade da menor divisdo da escala desses

instrumentos (0,5 mm no caso das duas réguas, ao invés de 0,3 mm ou 0,2 mm) deve-se
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a um juizo de valor que considera que superestimar uma incerteza ¢ preferivel (por ser
mais conservador) do que subestimd-la. Como ¢ possivel perceber, o processo de
avaliagdo da incerteza do tipo B, muito mais que avaliagdes do tipo A, pode se tornar
bastante especulativo na medida em que exige levantar hipoteses (sempre criticaveis)
que se justificam com base em conhecimento, experiéncia, intuicdo do experimentador e
juizos de valor.

Exemplo 02: Lendo certificados de fabricac¢io e calibraciao

Como segundo exemplo, considere que o certificado de fabricagdo de um cilindro
metalico informa que ele possui massa igual a 1,000 kg com incerteza expandida em
trés desvios padrao de 0,008 kg, portanto ao nivel de abrangéncia de quase 100% (vide
o Gréafico 3). Em outras palavras, 0,008 kg ¢ igual ao triplo do desvio padrao. Nesse
caso, a avaliacdo ¢ muito simples! Dividimos 0,008 kg por trés e recuperamos a
informagdo desejada: o desvio padrdo que caracteriza a incerteza sobre a massa do
cilindro. Se o fabricante tivesse informado que a incerteza ¢ de 0,008 kg com 95% de
abrangéncia, pressupondo que ele se referia a uma distribui¢do normal, poderiamos
concluir que a incerteza desse valor de massa ¢ aproximadamente igual a 0,004 kg (vide
novamente Grafico 3).

Exemplo 04: Medi¢des com instrumentos digitais

E conveniente procurar no manual do instrumento a informagdo do fabricante sobre a
incerteza da medicdo. Acontece muitas vezes que tal incerteza, segundo o proprio
fabricante, ¢ maior do que a menor diferenca possivel entre duas leituras do
instrumento. Explicando melhor, o visor de um termdmetro de infravermelho permite
leituras em graus Célsius com um algarismo decimal (por exemplo, 15,7° C), mas o
fabricante pode informar que a incerteza ¢ de 0,2° C.

Caso ndo se tenha tal informagdo e considerando que nossas avaliagdes de incerteza
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devem ser preferencialmente conservadoras (isto €, que persigam uma superavaliagao
da incerteza ao invés de subavalid-la) ¢ conveniente adotar a menor diferenca possivel
entre duas leituras do instrumento como tal. Ou seja, em um crondmetro digital que
apresente, no visor, um resultado expresso at¢ milésimo de segundo (por exemplo,
3,458 s), adota-se como incerteza 0,001 s.

Consideracoes finais

Ao contrario do que os exemplos escolhidos neste texto podem sugerir, procedimentos
de avaliagdo da incerteza do tipo B costumam ser bastante rigorosos em contextos que
exijam tal rigor. Nossos exemplos foram escolhidos para serem simples de compreender
e relevantes a laboratorios de ensino (onde precisdo geralmente ndo ¢ a principal
preocupacdo). Para uma visdo mais completa sobre as avaliagdes da incerteza do tipo B,

recomendamos a leitura dos textos oficiais.
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