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Um barco estda com o motor funcionando em regime constante; sua velocidade em
relagdo a agua tem médulo igual a 5 m/s. A correnteza do rio se movimenta em relagdo a
margem com velocidade constante de 3 m/s. Determine o médulo da velocidade do barco em
relagao as margens do rio nas seguintes situagoes:

a) O barco navega no sentido da correnteza (rio abaixo);
b) O barco navega no sentido contrério & correnteza (rio acima);
c) O barco navega no sentido perpendicular a correnteza.

Dados do problema

e modulo da velocidade do barco em relagéo & agua: VV =5mls;
e modulo da velocidade da corrente do rio em relagdo 4 margem: Vy,=3mis.
Solugao

a ) O vetor resultante v, (velocidade do barco em relagdo as margens) tem madulo igual a
soma dos modulos dos vetores v, e GV pois os dois tém mesma dire¢ao e sentido, assim
a

o =i 7, L
a

em mddulo Vibra
B —— L
‘w——h = Lb
v Va
T [ R B I e
figura 1

b ) O vetor resultante v, tem médulo igual a diferenga dos médulos dos vetores v, e ':'V pois
a

os dois tém mesma dire¢ado e sentidos opostos

=Ty 0o il A
a

em modulo Via Va
e s e
Vb =Vb ' 7
a R Vh
TR Bl o R oy e
figura 2

¢ ) O barco chega num ponto rio abaixo em relagdo ao ponto de partida, o0 modulo da
velocidade resultante sera dado pelo Teorema de Pitagoras, onde o vetor resultante v,

representa a hipotenusa e os vetores v, e ‘}V representam os catetos, de acordo com a figura
a

3-B ao lado

—



em modulo

2 _ 2
Vb‘vy‘”’

S ]

a

vl =5% 132

Vb =1f‘ 25+9
vb=1134

vy, =58 m/s
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Uma bola rola sobre o telhado de uma casa até cair pela ——— ,
beirada com velocidade vo. Sendo a altura do ponto de onde g =———™ ;

bola cai iguala H e o angulo de inclinagdo do telhado, com a g
vertical, igual a 8, calcule: §

a) O tempo necessario para a bola atingir o chéo; e —

b) A distancia horizontal, a partir da casa, onde a bola atinge o ——————
chao; —_—
¢) A equagao da trajetdria do movimento;

d) A velocidade com que a bola atinge o chéo.

Dados do problema

® velocidade inicial da bola: Vo,
® altura da borda do telhado: H,:
® angulo de inclinagdo do telhado: 6.

Esquema do problema

Adota-se um sistema de referéncia no solo com o eixo Ox apontando para a direita e
Oy para cima, a aceleragio da gravidade est4 apontada para baixo e o ponto de onde a bola
cai do telhado esta em (xo, ys) = (0, H), conforme a figura 1.

figura 1

O movimento pode ser decomposto ao longo dos eixos x e y. A v
velocidade inicial vo, com que a bola rola do telhado tem componentes nas
direcbes x e y

Vi
Vox=V,5eno (n °
Voy=—V,C0s0 (1

figura 2
onde a componente em x é proporcional ao seno e em ¥ ao co-seno, ao contrario do que se faz
usualmente, isso porque o angulo 8 foi medido em relagéo ao eixo-y.

Da decomposigdo do movimento vemos que na diregdo x ndo ha aceleragdo agindo
sobre a bola, entao ela esta em Movimento Uniforme (M.U.) e seu movimento é regido pela
equagao

S, =Sp + Vv, t

como no movimento uniforme Vv,=v,, & constante podemos substituir v, pelo valor de () e
SO:(:O

S,=0+v,send ¢

r A A
0
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S,=v,senb t (1

Na direcdo y a bola estd sob a acdo da aceleragdo da gravidade, portanto esta em
queda livre que é regido pelas equagoes

t2
Sy=SOY+var"gE

vy=voy—gt

substituindo vo, pelo valor dado em (Il) e Sp,=H

2
S,=H+(-v,cos8)t— g%
2

t
Sy=H~vocosB t-—gE (V)
v,=—Vv,cosb-gt V)

com —g constante (os sinais de negativo indicam que a aceleragéo da gravidade e a velocidade
na direcdo y estéo contra a orientagéo do referencial).

Assim pela figura 3 vemos que no movimento ao longo da
diregdo x temos que para intervalos de tempos iguais temos intervalos
de espacos iguais (Ax; = Ax; = Axs = Axs) Na diregdo y temos que no |
instante que a bola cai da beirada do telhado a velocidade v, comeca a Ly ® “\\
aumentar, assim para intervalos de tempos iguais temos intervalos de Y2 41

!—’T

espacos cada vez maiores (Ay; < Ay, < Ays < Aya) Ayy \\
. 4
Solugéo by \'\
S T
a) O intervalo de tempo para a bola atingir o ch@o seré obtido da eee ¥
expresséo (V) com a condi¢do de que no ch&o a altura é nula [S,=0] , dxy Axa
entdo temos que Axy fixg
figura 3
tZ
0=H-v,cos6 t—gE
esta é uma Equagéo do 2.° Grau onde a incognita é o valor de t desejado
A=b*-4 a c=(—v,cos0) -4 (—%) H =vicos’6+2 g H
_ _p+VA _—(~v,c088)+y vicos’8+2 g H _—v,cos8+y vicos’0+2 g H
- Zal g B g
2|9
onde a raizes seréo
; _ —v,cos8+yvicos’8+2 g H . s mvncose—mcoszeJrZ gH

i B

g g

desprezando a segunda raiz que tem valor negativo (t, < 0) o tempo para a bola atingir o chao
sera

. —v,c0s8+y vicos’0+2 g H
g
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tempo calculado acima,

para a bola cair até o chéo, ¢ também o tempo que
ela levara para ir da origem até o ponto D ao longo do eixo X, entdo substituindo g resposta do
item anterior na expressao (lil), obtemos

V60884 Vicos? e
D=vsens (-_E_S:h_gfz_s_gﬂ)

D__~v§cosesen9+vosen8\f Vocos’6+2 g H
g

i —V;c0s Bsen -ty VoCos’6vZ sen? 12 gH
- g

p= V505 Bsen 0+ V5005°0sen’0+2 g A
- g

sen(6+8)=send cos0+senb cosp
sen(26)=2sen6 cos@

cosB sen6=~sir:;—‘?IE

(v
elevando a expressio (VIl) ao quadrado de ambos os lados da igualdade, obtemos
2
(cos® sen9}2=(§’%2ﬁ)
cos?0 sentg=Sen"20 (vin)

substituindo as expressaes (Vil) e (VIIl) em (VI), temos

2
)
__vgsen28+ y48en’2

- 5 — ae
g

—vgsen26 [ visen?20+8 gH

pe—2 "\ 4

q

M+l Vvysen®20+8 gH

D= 2 2
g
p=_Vesen20+y visen?20+8 g H

= 5

c) Para obter a equacao da trajetéria indicada na fi

gura 1 temos que ter y com funcao de x, ou
Y=f(x), usando as equagdes (lll) e (IV) para os

movimentos em x e ¥, temos o sistema
S, =v,senb ¢

2
Sy =H-vycost-g &

isolando o tempo na primeira equagao temos

O
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substituindo este valor na segunda equagao obtemos

S s ¥
S, = H—v,c0s8 —* 9(———)

vosenB 2 |vysen®
cosO o] 2
=H-
By sen® * 2vjsen’®

5 ; _senb 1 _ cosB 5
da trigonometria temos que tgb= 2558 = g8 send entao

1 g 2
§ & Hors S i ‘
y tg6~* 2visen’®

Fazendo a associagdo mostrada abaixo com uma Equagao do 2.° grau do tipo
y=a x*+b x+c

g 2_ 1
Saee o 8 g aH
YT 2visen’d tg®

d 1Ll

Yy = a x> +b x+c

vemos que obtivemos uma fungao do tipo Sy = f(sx] com o coeficiente a < 0 o que indica que
a nossa trajetéria € uma parabola de “boca” para baixo.

d) Quando a bola atinge o chao sua velocidade tem componentes nas direcdes x e y (figura 4).
A velocidade na diregdo x € dada pela expressao () e a velocidade na diregdo y ¢ obtida da
expressao (V) onde se substitui o tempo pelo valor encontrado no item (a)

—v,cos0+Y vicos’0+2g H
g
vy=—vncose+vocose—u' vﬁcosze+2 gH

v,=—\vicos’8+2 g H

vY=—vocose—g

A velocidade da bola sera dada pela soma vetorial
V=V, 4V,

O modulo pode ser obtido aplicando-se o Teorema de &
Pitagoras ¥

V= v§+ vi figura 4

2
Vvi= [vasen9)2+(—\ﬁf§cosze+2 g H)
v2=visen’8+vicos’8+2 g H

colocando v2 em evidéncia do lado direito da igualdade

v =v2 [sen’8+ cos’0)+2 g H
1

lembrando da trigonometria que sen’8+ cos’8=1 , temos finaimente

=Tzer]
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Uma bola rola sobre o telhado de uma casa até cair pela ===
beirada com velocidade v;. Sendo a altura do ponto de onde a
bola cai iguala H e o angulo de inclinagido do telhado, com a:
vertical, igual a 8, calcule:
a) O tempo necessario para a bola atingir o chéo;
b) A distancia horizontal, a partir da casa, onde a bola atinge 0 ———————
chao;
¢) A equagéo da trajetéria do movimento;
d) A velocidade com que a bola atinge o chao.

Dados do problema

® velocidade inicial da bola: Vo,
e altura da borda do telhado: H,
e angulo de inclinagdo do telhado: e.

Esquema do problema

Adota-se um sistema de referéncia no ponto de onde a bola cai do telhado com o eixo
Ox apontando para a direita e Oy para baixo, a aceleragdo da gravidade estd apontada para
baixo e o ponto de onde a bola cai do telhado esta em (xo, yo) = (0, 0), conforme a figura 1.

O movimento pode ser decomposto ao longo dos eixos x e y. A

velocidade inicial vo, com que a bola rola do telhado tem componentes nas
diregbes xe y

v "
Vo =V,Send M °Y1----- #
Vo,=V,c0s0 an ¥ Ya
figura 2
onde a componente em x é proporcional ao seno e em y ao co-seno, ao contrario do que se faz
usualmente, isso porque o angulo 6 foi medido em relagéo ao eixo-y.
Da decomposigdo do movimento vemos que na diregdo x n@o ha aceleragédo agindo

sobre a bola, entéo ela estd em Movimento Uniforme (M.U.) e seu movimento é regido pela
equacgao

S,=Sy, +v,t

como no movimento uniforme V.=V, & constante podemos substituir v, pelo valor de (l) e
S=0

S,=0+v,senb ¢

o~

&
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S,=vysenb t (1

Na dire¢do y a bola estd sob a agdo da aceleragdo da gravidade, portanto estd em
queda livre que é regido pelas equacgdes

2 t?
S,-Soy+voyt+gE

V=V, gt

substituindo voy pelo valor dado em (Il) e Sy, =0

t2
S,=0+v,cosB r+g5

t2
S, =v,cos8 H_QE (Iv)

V,=V,Co86+g ¢ (V)

com g constante (a aceleragdo da gravidade € positiva pois estd na mesma direcdo que a
orientagcédo do referencial).
Assim pela figura 3 vemos que no movimento ao longo da Ay Axy

direcdo x temos que para intervalos de tempos iguais temos intervalos AX, hxy

de espagos iguais (Ax: = Ax; = Axs = Axs) Na diregdo y temos que no e

instante que a bola cai da beirada do telhado a velocidade v, comega a Ay, F—t—
aumentar, assim para intervalos de tempos iguais temos intervalos de ﬁyi 1 &
espacos cada vez maiores (Ay; < Ayz < Ays < Ays) ﬁyg _

L

Solugéo
¥ Ayq
a) O intervalo de tempo para a bola atingir o chdao sera obtido da T -
expresséao (V) com a condigdo de que no chéo a altura é a mesma da
beirada do telhado (S,=H) entao temos que £y

figura 3
tz
H=v,cos 8 t+gE
2

t
g_

3 +vy,c080 t—H=0

esta € uma Equacdo do 2.° Grau onde a incégnita é o valor de t desejado

A=b*-4 ac =(v,cos6)’—4 % (=H)=vicos’8+2 g H

i —b+VA -V, cos8+yvicos?0+2 g H —vacosetn]vuzcoszﬁ+2 gH

2a 2(3) g
2
onde a raizes serdo
; _—v,cos8+y v2cos?8+2 g H . . —v,c0s 8- vZcos?8+2 g H
1 v
g g

desprezando a segunda raiz que tem valor negativo (f, < 0) o tempo para a bola atingir o chao
sera

_ —v,c088+y vicos?0+2 g H
g
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b) O intervalo de tempo calculado acima, para a bola cair até o ch&o, € também o tempo que
ela levara para ir da origem até o ponto D ao longo do eixo x, entdo substituindo a resposta do
item anterior na expresséo (lll}, obtemos

—v,080+y vicos?0+2 g H
g
_—vicosBsenB+v, senBy vicos’0+2 g H

D=v,sen®

D

e —vZcosBsenB+ V vicos’0visen’6+2 g H
g

_ —vZcosBsenB+y vicos’Bsen’8+2 g H (V1)
g

D

Lembrando da propriedade da trigonometria que nos da o seno da soma de arcos,
temos que sen(a+b)=sena cosb+senb cosa e sendo a = b =8 podemos escrever

sen(8+06)=send cosB+send cosO
sen(28)=2senB cosO

sen26 (Vi)

cosB senB= >

elevando a expressao (V) ao quadrado de ambos os lados da igualdade, obtemos

2
(cosB sen9)2=(-s-9r;—2§)

Z
cos?8 sen%:% (V1)

substituindo as expressdes (VII) e (VIII) em (VI), temos

25en20 l Vi sen’20

-V, 3 +2gH
e 2 4
g
—vﬁsen29+ [visen’26+8 g H
B 2 4
, g
—vysen20
°7+1 V vesen®20+8 g H
2 2
D=
: g
- —v§sen26+~j vysen’20+8 g H
= o

c) Para obter a equagao da trajetdria indicada na figura 1 temos que ter y com fungao de x, ou
y=f(x) , usando as equacgdes (lll) e (IV) para os movimentos em x e y, temos o sistema

S, =vysenb{
r2
S,=v,cos0t+g 7

isolando o tempo na primeira equagao temos

S
ti=
v,senf

x
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substituindo este valor na segunda equagao obtemos

S s, Y\
S _ X E X
y = Voc0S@ vosen6+2 (vosenﬁ)

_ cos@ 4 g S?
x
Y sen® " 2vZsen’d

da trigonometria temos que tgB = send i P cose entdo
9 © q g cos@ tg® send ’
_ 1 g 2

% S
Y190 7 2visen’s

Fazendo a associagdo mostrada abaixo com uma Equagdo do 2.° grau do tipo
y=ax*+b x+c

T O B
Y 2visen’s * tgb *

oL Ldd

= a X +b x+c¢

< — w

vemos que obtivemos uma fungéo do tipo Sy = f(S,) com o coeficiente a > 0 o que indica que
q

a nossa ftrajetoria € uma parabola de “boca” apontando no mesmo sentido do eixo y positivo
(neste caso para baixo ao contrario do que usualmente acontece).

d) Quando a bola atinge o chao sua velocidade tem componentes nas diregdes x e y (figura 4).
A velocidade na direcdo x é dada pela expressao (l) e a velocidade na direcdo y é obtida da
expressao (V) onde se substitui o tempo pelo valor encontrado no item (a)

—V,c0s8+V vicos?8+2 g H
g
V,=V,0086—V,cos8+ vicos’8+2 g H
v,=y vicos?0+2 g H

v,=Vv,cos0+g

A velocidade da bola sera dada pela soma vetorial

V=7,

O modulo pode ser obtido aplicando-se o Teorema de

e G b &
Pitagoras '

V= Vit vf, figura 4

2
v? =(v,sen 9]2+(Jv§c0528+2 gH
vi=visen’8+vicos’6+2 g H
colocando vj; em evidéncia do lado direito da igualdade

v? =2 (sen’8+cos?0)+2 gH

1

lembrando da trigonometria que sen?6-+cos’6=1 , temos finalmente



v=yvi+2gH
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<~ ) Uma bola rola sobre o telhado de uma casa até cair pela
beirada com velocidade vo. Sendo a altura do ponto de onde a ==
bola cai iguala H e o angulo de inclinagédo do telhado, com a:
vertical, igual a 8, calcule:

a) O tempo necessério para a bola atingir o chao;
b) A distancia horizontal, a partir da casa, onde a bola atinge o0 ————————J
chao; i
¢) A equagao da trajetéria do movimento:

d) A velocidade com que a bola atinge o cho.

Dados do problema

velocidade inicial da bola: Vo,
e altura da borda do telhado: H,;
angulo de inclinagao do telhado: 0.

Esquema do problema

Adota-se um sistema de referéncia no ponto de onde a bola cai do telhado com 0 eixo
Ox apontando para a direita e Oy para cima, a aceleracéo da gravidade est4 apontada para
baixo e o ponto de onde a bola cai do telhado esta em (Xo, ¥o) = (0, 0), conforme a figura 1.

figura 1

O movimento pode ser decomposto ao longo dos eixos x e y. A
velocidade inicial vo, com que a bola rola do telhado tem componentes nas
diregbes xe y

(!
Vox=Vo5end () Yoy
Vo, =—V,C0s8 (1) Va
figura 2
onde a componente em x & proporcional ao seno e em ¥ ao co-seno, ao contrario do que se faz
usualmente, isso porque o angulo 8 foi medido em relagéo ao eixo-y.
Da decomposigdo do movimento vemos que na direcdo x ndo ha aceleragdo agindo

sobre a bola, entdo ela estd em Movimento Uniforme (M.U.) e seu movimento ¢é regido pela
equagao

S,=S v, t

como no movimento uniforme V,=V,, é constante podemos substituir v, pelo valor de (I) e
SOx=O

S,=0+v,sen0O t
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S,=vysenb t (1

Na direga@o y a bola estad sob a agdo da aceleragdo da gravidade, portanto esta em
queda livre que é regido pelas equagdes

_ t*
SY—SW+V°YF—Q'E

vy=Vy,—gt

substituindo vo, pelo valor dado em (ll) e Sy, =0

- t
S,=0-v,cosb t—gE
2

t
§,=-V,c088 t-g— (V)
v,=—Vv,cosb-gt V)

com —g constante (os sinais de negativo indicam que a aceleragédo da gravidade e a velocidade
na dire¢ao y estdo contra a orientagéo do referencial).

Assim pela figura 3 vemos que no movimento ao longo da A%y Ay
diregdo x temos que para intervalos de tempos iguais temos intervalos v 4 hx, Axg
de espagos iguais (Axy = Ax; = Axs = Axs) Na diregdo y temos que no eee

¥

instante que a bola cai da beirada do telhado a velocidade v, comega a Ay _ T~
aumentar, assim para intervalos de tempos iguais temos intervalos de 4y; s \
espacos cada vez maiores (Ay; < Ay, < Ays < Ays) Ays

. -+
11'&}1’4 4
a) O intervalo de tempo para a bola atingir o chdo sera obtido da T :
expressdo (IV) com a condigao de que no chao a altura € a mesma do figura 3
telhado (S,=—H) entdo temos que

Solugdo

r2

—H=—v,c0s8 t—g 5

2
g%+vocose t—H=0

esta é uma Equagéo do 2.° Grau onde a incdgnita é o valor de t desejado

A=b*-4 ac = (vucose)2—4% (=H) = vicos*8+2 g H

_bay A _—V,c0os8+yvicos?0+2 gH _—v, cos0+yvicos’0+2 g H
2a 5 (Q) g

2

onde a raizes serao

§ _ —v,c088+y v2cos’8+2 g H . = —v,cos 68— vicos?8+2 g H

: g 2 g
desprezando a segunda raiz que tem valor negativo (t» < 0) o tempo para a bola atingir o ch&o
sera

e ~v,c086+ vicos?8+2 g H
g
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b) O intervalo de tempo calculado acima, para a bola cair até o chao, é também o tempo que
ela levara para ir da origem até o ponto D ao longo do eixo x, entdo substituindo a resposta do
item anterior na expressao (lll), obtemos

—v,cos0+y vicos?0+2 g H
g
_mvﬁcosesen8+vosen6\f vﬁcoszﬂ+2 gH

D=v,senB

D=
D= —vicos@senB+y vicos’Bvisen’8+2 g H
g
B ~vZcosBsenB+y vicos’8sen’8+2 g H Vi)
g

Lembrando da propriedade da trigonometria que nos da o seno da soma de arcos,
temos que sen(a+b)=sena cosb+senb cosa e sendo a = b = B0 podemos escrever

sen(6+0)=senB cosB+senb cosB
sen(20)=2sen8 cosB
sen26 (VII)

cosB senB= >

elevando a expressao (VIl) ao quadrado de ambos os lados da igualdade, obtemos

2
c0s?6 sentg =S8N 28 (Vi)
4

2
(cosB senB)E(M)

substituindo as expressdes (VII) e (VIII) em (VI), temos

2
_vf}sen28+\/ v;sen 28+2 gH
D= 2
g
—vﬁsen29+\/ vosen’28+8 g H
D= 2 4
, g
—vysen26
s +1\/vgsen228+8 gH
2 2
D=
g
- —v2sen208+y visen’26+8 g H
= o

c) Para obter a equagao da trajetéria indicada na figura 1 temos que ter y com funcgéo de x, ou
y=f(x), usando as equacgdes (ll1) e (IV) para os movimentos em x e y, temos o sistema

S, =vysenBt
r?
S,=-v,cos8t-g 3

isolando o tempo na primeira equagdo temos

- S
~ v,sen@

X

O
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substituindo este valor na segunda equagéo obtemos

2
Sk g S
Sy eeanN vosend 2 (vnsene)

__cose _ g s?
Y senB " 2yZsen’@ "

senf __1 _ cosB
cos6 tgb send

da trigonometria temos que tg8 = , entdo

1 g 2
5 = e g0
198 " 2v2sen’s

Fazendo a associagdo mostrada abaixo com uma Equagdo do 2.° grau do tipo
y=ax’+b x+c

g 2_ 1

N e gt
4 i1 1 11l
y = a x* +b x+c

vemos que obtivemos uma fungéo do tipo Sy = f(sx] com o coeficiente a < 0 o que indica que
a nossa trajetdria € uma parabola de “boca” para baixo.

d) Quando a bola atinge o chdo sua velocidade tem componentes nas diregdes x e y (figura 4).
A velocidade na direcdo x é dada pela expressao (I) e a velocidade na diregado y é obtida da
expressao (V) onde se substitui o tempo pelo valor encontrado no item (a)

—v,c080+V vicos’8+2 g H
g
V,=—V,C08 8+v,cos8—y vicos?6+2 g H
v,=—\ vicos?0+2 g H

v,=-v,cosb-g

A velocidade da bola serd dada pela soma vetorial v

V=V 4V,

O modulo pode ser obtido aplicando-se o Teorema de ¥vy 4
Pitagoras

figura 4
vi=vitv?

2
V¥ = (vosend)’+(—\vicos?0+2 g H )
v?=visen’0+v2cos?0+2 g H

colocando v; em evidéncia do lado direito da igualdade

v* =2 (sen?0+cos?0)+2 g H
ol BN R
1

lembrando da trigonometria que sen®8+cos?8=1 , temos finalmente

v=yvi+2gH
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Dois pontos materiais percorrem ftrajetérias perpendiculares entre si que se cruzam
numa origem comum. Os moveis partem simultaneamente do repouso de pontos X g e y o
situados sobre as trajetérias em diregdo a origem em Movimento Retilineo Uniformemente
Variado (M.R.U.V.) ambos com a mesma aceleragdo em médulo.igual a a. Calcular:
a) Depois de quanto tempo da partida a distancia entre os méveis é minima;
b) Qual é a minima distancia.

Esquema do problema

¥q

Vamos adotar que os pontos de onde partem os 3
corpos sejam positivos (xo > 0 e y o > 0), como eles se ¥ ¥, } @
movimentam em diregdo a origem suas aceleragdes \

estao contra a orientac@o das trajetdrias e séo negativas N
(a<0). \ 5
Num determinado instante eles ocupam pontos x .
e y de tal modo que a distancia d entre eles & minima b
(figura 1). e
0 X Xy x
figura 1
Dados do problema
e posicao inicial do mével 1: X
o velocidade inicial do mével 1: Vox = 0;
e aceleragdo do movel 1: -a;
e posi¢ao inicial do mével 2: )7
e velocidade inicial do movel 2: Voy =0;
e aceleragdo do movel 2: -a;

Solugéao

a) Como os corpos estdo em Movimento Retilineo Uniformemente Variado (M.R.U.V.)
escrevendo suas equagdes de movimento sdo

X=Xp +ch1‘+%?2 y=y0+v0yt+%t2
a.o a. 2
X=Xqo+0.t——=t =yy,+0.t——=t
0 > Y=Yo 2
a,» a.z
X=Xy—-—t I =yo——=t ]
073 (N Y=Yo > (n)

Da figura 1 temos, utilizando o Teorema de Pitagoras, que a distancia entre os méveis
€ dada por
s?2=x%24+y? (11

substituindo as expressoes (1) e (II) em (lIl), obtemos

2 2 %
s:[(xo—%tzJ +(y0—§t2J ] (IV)
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Para encontrarmos o instante em que a distincia é minima devemos derivar a
expressao (IV) em fungéo do tempo e impor que ela seja igual a zero

2

9
e
derivagdo de s = (xo—EtzJ +(yo__r2}

e Primeiro: deriva-se a raiz quadrada (expoente %) e o valor dentro da raiz

continua o mesmo, de onde temos

1
|
2 2 12
s ALl g w8y LBy
e (xo-2) (rge) T

1
ds i ( a 2)2 ( a 2)2 A
S Xﬂ_"“*t + yo——t Wit
dt 2 2 2

e Segundo: este valor deve ser multiplicado pela derivada da fungdo dentro da raiz,
deriva-se a fungdo entre parénteses ao quadrado e copia-se o valor dentro dos
parénteses, obtendo

5 2-1
2| xg==t?
(xo-5)

."2(xn—gt2}_

e Terceiro: este valor deve ser multiplicado pela derivada da fungao entre parénteses,
derivada de polinémio com x, constante, assim

a 21
] 0-2—=

..(-at)...

* Quarto: dentro da raiz temos a soma de duas fungbes, como a derivada da soma é
a soma das derivadas, e o segundo termo entre parénteses é igual ao primeiro,
trocando-se os valore constantes x por y,, suas derivadas também sero

...2(y0—%tzj... e wl=at)...

Assim o calculo completo da derivada é

2 2 ‘%
%;Z%H)fc_gtz) [ro-262) } onhgfz](._at)ﬂ[yn_;fz](*at)}

fazendo as simplificagdes algébricas temos
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at[[xn _8y2 ]+[yu _8y2 ﬂ
ds _ 2 2 V)

Impondo agora a condi¢ao de que a derivada deve ser nula [%—?-:O), temos na

expressao (V)

xg+y0-2%t2_o
at®=Xg+¥o
2 _Xo*Yo
a
_ [XotYo
a

b) A distancia minima & obtida substituindo-se o valor do tempo encontrado no item (a) na
expresséo (V)
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De dois pontos A e B situados a uma distancia de -t
1000 m, um do outro, sobre um mesmo plano horizontal, L :'
langam-se simultaneamente dois foguetes: um parte do 7
ponto B com uma velocidade inicial de 200 m/s dirigida de .'
baixo para cima e outro do ponto A na diregdo da vertical ’ ;
que passa por B, formando um angulo de 60° com o . 5" T -
horizonte. Determinar- Yoa / B Voe

a) A velocidade inicial do primeiro foguete para que

intercepte o segundo; i 50°
b) Depois de quanto tempo se da o encontro dos dois
foguetes; A

¢) A que altura se da o encontro;

d) Verificar se esse encontro se efetua durante a subida ou queda do primeiro foguete.
Dado g =10 m/s2,

Dados do problema

* distancia entre os pontos A e B de langamento: d=1000 m;

* angulo de langamento do foguete A; 6 =60°%

* velocidade inicial do foguete B: Vos = 200 m/s;
* aceleragao da gravidade: g=10m/s2

Esquema do problema

Adota-se um sistema de referéncia no solo com o eixo Ox apontando para a direita e
Oy para cima, a aceleracédo da gravidade esta apontada para baixo e o ponto de onde parte o
foguete A esta em (xon, Yoa) = (0, 0) e o foguete B esta em (Xoe, Yo8) = (0, 1000) conforme a
figura 1.

8 0 1000 x
figura 1
O movimento do foguete disparado de A pode ser decomposto ao

longo dos eixos x e y. A velocidade inicial voa com que ele é disparado tem ¥
componentes nas diregbes x e y

"'IIIP.y

Voax = Vo COSB0°
- o
Voay = VoaSen60

by X
""O.ﬁ'x

figura 2
o_1 o_V3
Da Trigonometria temos que cos60 =5 e sen60 =g
1
VOAJ(:EVOA M

VOM=__2 Voa
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Da decomposi¢do do movimento vemos que na direcdo x nédo ha aceleragao agindo
sobre o foguete, entdo ele esta em Movimento Uniforme (M.U.) e seu movimento & regido pela
equacao

Sax = SoaxtVaxf

como no movimento uniforme Vax=Voax € constante podemos substituir Vax pelo valor de (1)
e SDAx=O

= Vor ! ()

Na direcdo y o foguete estd sob a agdo da aceleragdo da gravidade, esta em
Movimento Uniformemente Variado (M.U.V.) que é regido pelas equagdes

tZ
SM=SBM+v0Mr—g-2—

VAy=v0Ay_g t

substituindo voay pelo valor dado em (I e Soay =0

2
SM=0+£_23— Vo, t—10 %
sA,,:gv% i—5¢ (IV)
3
vAyz% Voa—10t (V)

o sinal negativo indica que a aceleragéo da gravidade esta contra a orientagéo do referencial.
Assim pela figura 3 vemos que no
movimento ao longo da diregédo x temos que para ¥4
intervalos de tempos iguais temos intervalos de

3

espacos iguais (Axi = Axe = AXz = AXs = AXs = AXs)
Na diregdo y temos que no instante em que o
foguete € langado a velocidade v, comega a
diminuir, assim para intervalos de tempos iguais
temos intervalos de espagos cada vez menores (Ay
> Ays > Ays > AYa>Ays > Ays).

O foguete disparado de B s6 tem
movimento ao longo do eixo-y, estd sob a acéo da
aceleragdo da gravidade em  Movimento
Uniformemente Variado (M.U.V.) regido pela
equacao

t2
SB = SOB"r‘VOBt—g—Z—

hye$ |

Ays o
il
Ya &
A
®
by
®

1‘.‘15}1

substituindo ves pelo valor dado no problemae Seg=0

RSN PRSI N SHNE S
Ay DX Axg fxg Axg hxg

figura 3

2
S§,=0+200 t—10 %
$,=200 t-5t* (V1)
Solugao
2
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a) Para que ocorra o encontro devemos ter a condigéo

Say=Se
JT3VM t—5t? = 200 t—5 ¢*
[3
Al -
X2y a = 200
_ 2200
“T Vs
400
Vou = 73

| voa~231 mis |

b) Como o foguete que parte de B sobe verticalmente o que parte de A deve percorrer a
distancia de 1000 m na direcdo x para intercepta-lo, substituindo o valor do item anterior e
Sax=1000 m na expresséo (lIl), obtemos

1

1000 = 7231 ¢
= 21000
231
+ _ 2000
231

c¢) O foguete B subira verticalmente até ocorrer o encontro, substituindo o valor do item anterior
na expressao (VI) , temos

S, =200.8,6-5.8,6°
Sy = 1720-370

Sy=1350 m

Observagao: poder-se-ia encontrar o mesmo valor substituindo a velocidade do item (a) e o
intervalo tempo encontrado em (b) na expresséo (IV).

d) Se o instante do encontro for menor que o intervalo de tempo para o foguete A atingir a
altura maxima o encontro se dara durante a subida, se o instante for maior o encontro se dara
durante a descida, Quando o foguete que parte de A atinge a altura maxima a componente da
sua velocidade na direcdo y se anula Va, =0, o tempo que o foguete de A leva para atingir
essa altura sera obtido substituindo essa condigdo e a velocidade do item (a) na expresséo (V)

0=_‘/‘2§ .231-10t

J—2§—231 =10t

¢ = V3.231
~ 210
t=20 s

Como o intervalo de tempo para o foguete atingir a altura maxima e maior que o
intervalo de tempo para que o ocorra o encontro, este de da durante a subida do primeiro
foguete.
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O movel B parte do ponto O no mesmo instante em que
por esse ponto passa o movel A. Ambos os mdveis percorrem a
mesma trajetdria retilinea e as curvas velocidade x tempo séo
guartos de circunferéncia com raios iguais, como mostra a figura
ao lado. Determinar:
a) O instante em os moéveis possuem velocidades iguais em
modulo; -
b) O valor desta velocidade, em médulo; ol
c) O instante em os méveis possuem aceleragdes iguais em :
mddulo;
d) O valor das aceleragbes dos moéveis A e B.

1IU IEE‘T}

Solugéo

A equagiao de uma circunferéncia é dada por

(X_Xo)z""(y_yo)z: r2

onde X, e ¥, sdo as coordenadas do centro da circunferénica e r o seu raio.

Como o gréfico das velocidades em fungdo do tempo sdo arcos de circunferéncia,
podemos fazer as seguintes associagbées x=t, y=ve r=10.

Para o mével B temos uma circunferéncia centrada na origem (X,,¥o)=(0,0) (figura
1), assim a equacgao da velocidade sera

t*+vg =107
vZ=100-t> (1
ve =V 100—t2 D)
V&
Vi
4 N R = )
0 L - * L
| 210 0} 10 it
\"‘v "I L\. .f{
“.; ’z‘-‘ \\ iy
...___'__,‘- .. “_/
figura 1 figura 2

Para o mével A temos uma circunferéncia centrada em (X,,¥,)=(10,0) (figura 2),
assim a equagao da velocidade sera

(t—10)%+v2 =102

v2 =100—(t-10 ) an
v,=1v100—(t-10)? av)

a) Impondo a condigdo de que as velocidades sdo iguais e usando as expressoes (I) e (lll),
temos

va=v3
100—t*=100—(£t—10)?
t2=(t-10)2
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t? =t%-20 t+100

—-20t—-100=0
¢ 100
20
t=5s

b) Substituindo o resultado do item anterior na expressao (11}, obtemos

vg =V 100-52
VB =y 75

|vﬁ=vB=8,? m!s]

c) A aceleragdo ¢ dada por
a=—

dt

derivando as expressdes (Il) e (IV) em relagdo ao tempo temos as aceleragbes aa e as dos
maoveis.

derivagdo de vy =y 100—¢2

a fungdo v (t) € uma fungéo composta cuja derivada, pela regra da cadeia, € do tipo

com v(u)=+vu e u(t)=100-t? ,assim as derivadas serdo

dv _ 3 _1 31 1 -3 14 du _
v 2r TR gy R g e
gV 1 (e b
dt 24a v 1002
R - V)
® V100t

derivacdode v, =+v 100—(t—10)?
a fungdo va (t) € uma fungao composta cuja derivada, pela regra da cadeia, é do tipo
~dvdu

du dt

com v(u)=vVu e u(t)=100-(t-10)? , assim as derivadas serdo

1
7Y ' =gyg © gr--2(t-10)
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dvy 1 t—10
=h -2 (t-10)] =~
qt aig e -1 V100—(£—10)2
aA=—————r_-__19____ VI
V100—(t—10)? V)

i) Impondo a condigio de que as aceleracdes sdo iguais e usando as expressodes (V) e
, temos

Qg =a,
TN £-10
V100—tZ V100—(¢-10)?
2

ek [ t—10 2
[ d100—r§] l J100-(r-10)2}

{2 (t—10)?

100-t>  100—(t-10)?
r2[100-(r-10)2]=(t—10)2(1oo—r2)
100t2—t2(r—10)2=100(t—40)2~t2(t—10)2
100 t? =100 (¢t—10)2
t?=t2-20t+100
—-20t+100=0
_ 100

20

=5 s

d) Substituindo o resultado do item anterior na expressao (V), obtemos

5

g = —————
8 J100-52

5

“V100-25

@
Il

ag~-06 m/s?

Substituindo o resultado do item anterior na expressao (VI), temos

o 5-10
*7 J100-(5-10)2
a,=—— 2

A 100—(-5)?
By D
AT J100-25
5

a,=

3

5
ag=—o=

8,7
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la,=~06 mis’

Observagdo: vemos que em moédulo as aceleragdes dos méveis sdo iguais (0,6 m/s %), mas
elas possuem sinais contrérios, enquanto o movel B esta diminuindo sua velocidade (freando) o
maével A esta aumentando a velocidade (acelerando), o que concorda com as curvas mostradas
no gréafico do problema.
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Um garoto est4 sentado sobre um iglu
de forma hemisférica, conforme ilustra a figura.
Se ele comecar a deslizar a partir do repouso,
desprezando atritos, a que altura h relativa a
horizontal estara o ponto O em que ele perdera
contato coma calota hemisférica de raio R?

Esquema do problema

Quando o garoto esta no topo do iglu
as forcas que agem nele sdo a forgca peso
(P) e anormal (), reago do iglu ao peso
do garoto. A condicdo para que o garoto
perca contato com a calota e que a normal
seja igual a zero, ele descola do iglu e ndo ha
mais reagéo do iglu ao peso do garoto. Neste
momento a unica forga agindo nele ser4 o seu
peso que pode ser decomposto em duas
componentes, uma radial que forma um
angulo 6 com a forga peso na vertical, que
pode ser escrita como P cosf, e outra
componente tangencial, que sera P sen0,
estes elementos podem ser vistos na figura 1.

figura 1

Dado do problema
® raio doiglu: R.
Solugédo

Pelo Principio da Conservacdo da Energia Mecénica a energia do garoto no topo do
iglu deve ser igual a energia no ponto O onde ele perde contato com o hemisfério. Tomando-se
0 chao como Nivel de Referéncia (N.R.), a partir do qual a energia potencial sera medida temos
que no topo do iglu o garoto estd em repouso, sua velocidade & igual a zero, portanto ele s6
possui energia potencial proporcional a R. No ponto O ele esta deslizando com uma velocidade
V, possui energia cinética somada a energia potencial proporcional a altura /# do chdo. Assim
podemos escrever

topo _ —~0O

topo __ P
Exe=pl

sz

2

mgR = +mgh
simplificando a massa m de ambos os lados da igualdade

R=Y’
g —?+Qh (n
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Para a determinagdo de v vemos pela figura 2 que o angulo formado entre o raio R do

iglu e a altura hem & 0, logo
h
cosf = e

Aplicando a 2.7 Lei de Newton, temos
Fep=mace
a componente do peso na diregdo radial ( P cos0 ) é a forga centripeta a

que o garoto estd submetido e a aceleragdo centripeta € dada por
2

v ;
cp= ? , assim

P cos = m—
sendo a forga peso dada por P =mg
l""2
mgcosf=m—
g R

simplificando a massa m de ambos os lados da igualdade, obtemos

2
v
cosf=—
g cosB R
substituindo (1) em (ll1)
h _v?
RTR

simplificando o raio R no denominador de ambos os lados da igualdade, vem

2

vi=gh
substituindo (IV) em () obtemos finalmente

gR:%”wh

simplificando a aceleracgio da gravidade g de ambos os lados da igualdade

(1

Fep=F.t0s8

figura 2

am

(V)
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Um sistema é formado por um corpo de massa
m, suspenso verticalmente, ligado a um corpo de massa
m 2, apoiado sobre um plano inclinado de um angulo a,
que por sua vez esta ligado a um corpo de massa ms,
apoiado sobre um plano inclinado de um angulo . A
ligagdo entre os corpos é feita por cordas inextensiveis
de massas despresiveis e através de polias ideais sem
atrito. Sabendo que m 1 = 2 m,, pergunta-se, qual deve
ser a razao das massas m para m 3 de tal modo que o
sistema desga com aceleragéo constante a.

Dados do problema

massa do corpo 1: my,
e massa do corpo 2: moa;
e massa do corpo 3: ms;
® razdo entre as massas 1 e 2; mi=2my
e angulo do plano inclinado do corpo 2: o;
e angulo do plano inclinado do corpo 3: B.
Solugao

Isolando os corpos e pesquisando as forgas que agem em cada um deles aplicamos a
2.2 Lei de Newton

F=ma

Bloco 1 (figura 1): T

i

* P, :forga peso;
* Ti:tragdo na corda entre os corpos 1 e 2.

Adotamos o sentido positivo para baixo no mesmo sentido da aceleragdo. Na P,
direc@o horizontal ndo ha forgas agindo no bloco, na direcao vertical da 2.7 Lej de

Newton obtemos figura 1
P.—T,=m,a (1)
a forga peso é dada por P, =m,g, substituindo em (1), obtemos
m,;g—T,=m,a (11

Bloco 2 (figura 2-A):

¢ P32 peso do bloco 2;

* N2 reagédo normal do plano sobre o bloco 2;
* T2 tragédo na corda entre os blocos 1 e 2;

¢ T2 tragdo na corda entre os blocos 2 e 3.

Adotamos um sistema de referéncia xy com eixo x na diregdo do plano inclinado e
sentido descendente. A forca peso pode ser decomposta em duas, uma componente paralela
ao eixo-x (P 2¢) e a outra normal ou perpendicular (P an). Da figura 2-B vemos que a forga peso

(o

—
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& perpendicular ao plano horizontal, o angulo entre o plano inclinado e o plano horizontal é a,
como os angulos internos de um tridngulo devem somar = 0 &ngulo entre a forca peso e a

T —_ T _ I
componente paralela deve ser *+Y+5 ==Y =n-a-5=y=5-0

(A) w/ (B) ! (C)

N,

figura 2

As componentes do peso nas diregdes x e y sdo perpendiculares entre si, no triangulo

a direita temos que o angulo entre as forga peso e a componente do peso na diregdo y é

=L y=5§5=0_(L_4 =>62£—-§-+a==~6=a-

2 2 112 2
Desenhando o vetores num sistema de eixos coordenados na diregdo y a componente

normal da forga peso e a reagdo normal se anulam, ndo ha movimento nesta diregdo. Na
diregdo x da 2.2 Lei de Newton temos
Pyt T o—T3=my,a (1)
Da figura 2-C a componente do peso na diregdo x é escrita como
P, =P, sena (IV)
sendo forga peso dado por P, = m,g , substituindo em (IV) e este em (lll), obtemos
m,g seno+T ,—T 3, =m,a V)

Bloco 3 (figura 3-A):

* P3: peso do bloco 3;
= Na: reacdo normal do plano sobre o bloco 3;
*  Tgs: tragéo na corda entre os blocos 2 e 3.

Adotamos um sistema de referéncia com a mesma orientagéo do bloco anterior. A forga
peso pode ser decomposta em duas, uma componente paralela ao eixo-x (P ) e a outra
normal ou perpendicular (P sv). Da figura 3-B vemos que a forga peso é perpendicular ao plano
horizontal, o &ngulo entre o plano inclinado e o plano horizontal € #, como os angulos internos
de um triangulo devem somar x o &ngulo entre a forga peso e a componente paralela deve ser

Bry+5=n=y=n—p-J=y=7-p

(A} w ! (B) "._'.". (C)

figura 3
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As componentes do peso nas diregdes x e y sdo perpendiculares entre si, no triangulo
a direita temos que o angulo entre as for¢a peso e a componente do peso na diregdo y é

5:%_},:5:%_(222_[3 :6:%—-—-72[—+B=>5=B_

Desenhando o vetores num sistema de eixos coordenados na diregcdo y a componente
normal da forca peso e a reagdo normal se anulam, ndo ha movimento nesta diregdo. Na
direcado x da 2.2 Lei de Newton temos

Pap+T 3=m;a (V1)
Da figura 3-C a componente do peso na diregdo x é escrita como
P, =P, senf (V11
sendo forga peso dado por P; = m,g , substituindo em (V1) e este em (VI), obtemos
msg senf+T ,3=m,a (VIII)
Somando as expressées (1), (V) e (VIII), temos

m,g—Ty,=m,a
m,g sena+T ,—T ,,=m,a
msg senp+T,, =m,a

m.g+m,g sena+msyg senp =m,a+m,a+m,a

Usando a relagdo dada no problema entre as massas dos corpos 1e 2, mi=2m,, re-
escrevemos a expressdo acima como

2m,g+m,g sena+m,g senp = 2m,a+m,a+m,a
2m,g+m,g sena+m,g senp = 3m,a+m,a
2m,g+m,g sena—3m,a=m,a—m,g senf
m,(2g+g sena—3a)=m,(a-g senp)

m, _ a—g senp
m, 2g+gsena—3a
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Um motociclista, num globo da morte, comunica a seu
veiculo um a velocidade mais que suficiente para passar pelo topo
sem cair. Nessas condigdes desliga o motor e sem usar os freios
passa a descrever uma circunferéncia situada num plano vertical.
Desprezando o atrito e supondo P o peso da moto e seu ocupante,
calcule:

a) A diferenga entre as reagdes do globo no ponto mais baixo e
mais alto da trajetéria (N2 — N4);

b) O valor de N 3, reagéo do globo no ponto D, supondo que N,;=
2P.

Dado do problema

e peso da moto e do piloto: P;
reacdo em N q: N,=2P,

o adotado-se M para a massa do conjunto moto e piloto e g para a aceleragéo da
gravidade.
Solugéo

a) Para encontrarmos a resultante das forgas sobre a moto no /f—“_\
ponto mais alto do globo, aplicamos a 2.7 Lei de Newton de
acordo com o esquema da figura 1 (isolando a moto do globo)

F=m.a (1 0

onde F sera a resultante dada pelas forgas peso P e normal N 2l g
- I3 foeef iy - r I
e aceleracdo serd a=acp onde temos a aceleragdo centripeta !
(que faz a moto fazer a curva do globo), que em médulo vale s
2
¥ figura 1
dcp =04
R

sendo v a velocidade da moto no ponto desejado e R o raio do globo.
A aplicagdo da equagéo (I) neste caso fica

vi
Ni+P=M— )

No ponto mais baixo do globo, isolando os corpos,
temos o esquema da figura2 e a aplicagdo da expresséo (I) nos
leva a

VZ

Nz—P:M—Ri ()

Para encontrarmos a velocidade no ponto mais baixo do

=
globo (v ») em fungéo da velocidade na parte superior (v 1) \U//

usamos o Principio da Conservagdo da Energia Mecénica

figura 2
El=Eg

Adotamos a parte mais baixa do globo como nivel de referéncia (N.R.), figura 3, assim
na parte mais alta (1) o corpo tem energias cinética e potencial e na parte mais baixa (2)
apenas energia cinética

1 :_36
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E¢+E} =E2

M.v? M.v?
5 +M.g.2R =

simplificando M que € comum a todos os termos da
equacao e multiplicando-a por 2, temos

v?2 vz

2-LuBesp=y 2

2 2 2R
vi=vZ4+d4g.R (V)

N.R.

Substituindo a expresséo (IV) obtida acima ¥

para v22 na expressao (lll) podemos escrever

figura 3

N,-P =g—.(vf +4.g.R)

N, —poplt, MAagR
- R R

Do lado direito da igualdade o primeiro termo & dado pela equacao (Il) acima e
simplificando R no segundo termo ficamos com

N, -P=N, +P+4M.g
como
P=M.g (V)
temos que

Ny -Ni=P+P+4p

N, =N, =6P

b) Para o calculo de N4 aplicamos a 2.2 Lej de Newton a situacao

mostrada ao lado. Como queremos a reagéo do globo que esta na
direcdo horizontal desprezamos o peso que age na diregdo
vertical, assim na equacao (I) a resultante das forcas e dada <.,
apenas pela reacgédo N3 o que nos leva a e

2

Ny =m22 (V1)
ey
Para o calculo de v 3 Usamos novamente o Principio da
Conservagéo da Energia Mecanica figura 4
Ef =E}
2
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Novamente sendo a parte mais baixa do
globo como nivel de referéncia (N.R.), no ponto (3) 0
corpo tem energias cinética e potencial e na parte
mais baixa (2) apenas energia cinetica (figura 5)

2 3 3
Ei=E;+Ep

R
MvZ M2
= +M.g.R
2 2
simplificando M que & comum a todos os termos da Slia.5
equacao e multiplicando-a por 2, temos 9
2 2
v v
2—2=2—§-+29.R
2 2
vZ=v2+2g.R (V1N

Substituindo o valor de v§ obtido em (VII) expressédo (V1) temos

N,y =M-.(vf+2.g.R)
R
)
v
Ny —mlh  M29R
R R

No lado direito da igualdade o primeiro termo é dado pela equag&o (ll) e simplificando
R no segundo termo obtemos

N, -P=N,+P+4M.g

aplicando o resultado de (V) e usando o dado do problema que N4 = 2P temos

Ny =2P+P+2P

N3 =5P
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O gréfico representa a variagdo das
forgas F, e Fy (forga de atrito) que agem num
corpo que se desloca sobre o eixo Ox. Calcular:
a) O trabalho da forga F, para arrastar o corpo
nos primeiros 10 m;

b) O trabalho da forga de atrito enquanto o corpo
é arrastado nos primeiros 10 m;

c) O trabalho da forga resultante para arrastar o
corpo nos primeiros 15 m.

Solugédo

a) O trabalho da forga F; sera numericamente
igual a area do trapézio sob a reta que
representa esta forga (em azul) e o eixo Ox entre
0 e 10 m, marcada em cinza na figura 1 ao lado.
A area do trapézio é dada pela equagéo

(B+b)h
2

A=

onde temos a base maior B =60, base menor
b =20 e altura h=10

N
S=A:(50+220110
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F(N)4

F(N)n

1 I R T

b) O trabalho da forga de atrito Fy sera
numericamente igual a area do tridngulo sob o
eixo Ox e limitado pela reta que representa a
forga de atrito (em vermelho) entre 0 e 10 m,
como mostrado no desenho da figura 2 abaixo. A
area do tridangulo (em cinza) sera

L
2

onde temos a base do triangulo B =10e altura
h=-20

N 10(-20)

3¢
2

A:

FiN)4

B0 1

201

figura 2

c) O trabalho da forga resultante R sera dado pela soma das areas que representam o trabalho
da forga F; acima do eixo Ox (area 1 na figura 3) e da forga de atrito Fy abaixo do eixo Ox

(areas 2 e 3 na figura 3) entre 0 e 15 m.

&3
0
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Para o calculo da area acima do eixo Ox F{MN) T
precisamos saber o valor da forga F; em 15 m, ]
para isso vamos determinar a equagao da reta

que representa a forga F;. A equagao da reta é 51710
F(x)=ax+b
Para determinar os coeficientes a e b vemos do 20

grafico que a reta deve passar pelos pontos
(x,F)=(0,20) e (x,F)=(10,60), substituindo
esses valores na equagdo da reta acima,
teremos o seguinte sistema

figura 3
20=a.0+b

60=a.10+b

este é um sistema de duas equagGes a duas incognitas, os coeficientes a e b, da primeira
equacao temos que b = 20, substituindo esse valor na segunda equagao temos

10a+20=60
102 =60-20
40

a=—
10

a=4
substituindo os valores de ae b na equagdo da reta a forga sera dada pela expresséo
F(x)=4x+20

para x =15 m a forga sera igual a

F(15)=4.15+20
F(15)=60+20
F(15)=80N

Entéo o trabalho da forga F; entre 0 e 15 m sera numericamente igual a area (1) do
trapézio em cinza claro, onde base maior B = 60 ; base menor b =20e altura h = 15

N
B (60+.220).15
3,=750J

O trabalho da forga de atrito pode ser calculado em duas partes, primeiro pela area do
triangulo entre 0 e 10 m (area (2) na figura 3 acima em cinza escuro) ja calculado no item (b) e
iguala 3, =-100 J. A segunda parte deve ser calculada pela area (3) do triangulo entre 10 m

e 15 m, para essa area temos base do tridngulo b =5 e altura h=-20

N =
33=A:5'(220)
S, =-50J

Finalmente o trabalho da forga resultante (R) sera dado pela soma das trés partes
calculadas

40
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SR =S1+32 +33
SR =750+(-100)+(-50)

SR =600J,

q)
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~ Uma pequena esfera é posta a deslizar sobre uma superficie lisa e sem atrito de
maneira a descrever a curva ABCD situada num plano vertical. O trecho BCD é um arco de
circunferéncia de centro O e raio 20 cm. Admitindo que o mével é abandonado no ponto A do
repouso, calcular a intensidade da reagdo normal a superficie que atua sobre a esfera ao
passar pelo ponto B situado 80 cm abaixo de A e ta| que o angulo formado pelo segmento BO
com a vertical seja 60°. A massa do mével é de 5 g e a aceleragdo da gravidade 10m/s2.

Dados do problema

e raijo da superficie cilindrica: r=20cm;

e velocidade inicial da esfera: Vo=0m/s;
e altura inicial do corpo em relagéo ao ponto B: ha=80cm;
e angulo de abertura em relagéo a vertical: 0=60°

e massa do corpo: m=5g;

e aceleragéo da gravidade: g=10m/s?

Esquema do problema

O movel parte do repouso (V,=0) e ao atingir o ponto B comeca a descrever uma
trajetéria em circunferéncia, neste ponto possui uma velocidade tangencial Vg e uma
aceleragdo centripeta acp responsavel por fazer o mével fazer a curva (a aceleragio
centripeta altera a dire¢do e o sentido da velocidade tangencial, mas ndo o seu médulo),
conforme figura 1-A.

(A} (B)

figura 1

No ponto B atuam a forga peso (P) e a reagdo normal ( N') da superficie sobre a
esfera. A forca peso pode ser decomposta na diregdo tangente ( !5T ) e na diregdo normal ou
perpendicular (ﬁ'N) com a superficie (figura 1-B). O angulo entre a forca peso P e a
componente normal f’N € de 60°, este é o mesmo angulo dado no problema formado entre o
segmento BO e a vertical, estes angulo s&do correspondentes.

Solugédo
Em primeiro lugar devemos converter a massa do corpo dada em gramas (g) para

quilogramas (kg), a altura inicial e o raio da circunferéncia dados em centimetros (cm) para
metros (m) usados no Sistema Internacional (S.1.)
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e 1kg _ -3
m—59.10009—5.10 kg
_ im _ 1 2 -1
h.A—BOCm.1oocm—8.10 107°kg=8.10"m
im 1 -2 -1
= = =2.1
r 20cm'1000m 2.10 .107°kg=2.10"" m

Para determinarmos a velocidade no ponto B usamos o Principio da Conservacao da
Energia Mecénica, a energia mecanica no ponto A deve ser igual a energia em B

Ex=ES
A A
Ep+Eg=ER+EZ )
2
4 myv
mgh ,+——= = mghB+TB

simplificando @ massa m de ambos os lados da igualdade, temos
2

ghut st = ghy+ 2 ()

Adotando um Nivel de Referéncia (N.R.) no ponto B (figura 2), a altura deste ponto seré
nula (he = 0), como a velocidade inicial também é nula (va = 0), a expresséo (l) se reduz a

0% _ Vs
gha+ T g.0+ >
V2
ghA+O=O+?§

2
ghn=h

2
vi=2gh, (I

figura 2
No ponto B a esfera comega a descrever uma trajetéria circular, aplicando a 2.7 Lei de

Newton

-

Fcp=mace

Da figura 1-B adotamos o sentido positivo para o centro O da circunferéncia, assim a
resultante da forga centripeta sera, em maodulo

Fep=N—-P, @y

a componente do peso na diregdo normal ( P n ) sera dada por

P = Pcos60° (V)
sendo a forgca peso dada por P=mg e lembrando da Trigonometria que cosBO":%-
substituindo estes valores na expresséo (IV), temos

1

Py=m 95

=mg
Py=T (V)

substituindo a expressao (V) em (lll), obtemos



A aceleragao centripeta, no ponto B, é dada por

vg
a =
CP r

substituindo a velocidade encontrada em (lI) em (VII), temos

_2gh,

cCP— r
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(V1)

(vi

(Vi)

Substituindo as expressoes (VI) e (VIIl) a 2.7 Lei de Newton fica, em modulo

N mg=m29’hA

2 r
N:m%.rﬂg
r 2

substituindo os valores dados no problema, temos finalmente

N =510 2:10.8.10"" 5.107°.10
2.107" 2
N=5.10".80.10"".10"+5.10>.5
N =400.107%+25.10"°
N = 425.107°

N =0,425 N






