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O Principio Variacional

Na aula anterior, tratando de moléculas diatbmicas homonucleares,
aproveitamos argumentos de simetria, para postular

c,=*xc, (ou c,==c)

O que fazer, quando nao temos este tipo de conhecimento prévia,
por exemplo em moléculas heteronucleares?

Um meétodo para achar os pesos ¢, no caso geral se baseia no
principio variacional.



O Principio Variacional

Principio, naguele se baseia um método para achar as
combinacdes de um conjunto de funcoes de onda de base, que
melhor representam as funcoes de onda dos orbitais moleculares
gue se formam numa molécula:

Quando um jogo arbitrario de funcdes de onda é usado para
calcular a energia, o valor calculado nunca é menor que a energia
verdadeira.

Ou seja: A melhor combinacao de funcoes de onda de base,
Y = %.c X, € aguela com menor energia

(mas achar o jogo de base certo nem sempre é facil).
=> variar as coeficientes ¢, das fungdes de onda x. até conseguir a
menor energia E(Y = 2.¢. X).

=> 0E/dc, =0, 0E/oc, =0, ...



O Principio Variacional

Para duas fungoes de base x, e x,, como em moléculas diatomicas,

naquelas cada atomo contribui um orbital atdmico, isto resulta em
duas equacoes seculares (deducéao 11.3 no Atkins, justificativa 14.3):

(a,-E)c,+(B-ES)c,=0
(B-ES)c, +(a, - E)c, =0, onde

a, = Integral de Coulomb, a energia da funcao de onda x,,
a, = j)(A*Hop)(A dt
a, = Integral de Coulomb de x,, oy = [ X;*H, X, dT

e Hopopdr
E="Tewa

S=[xXx.dr=]x*x,dr=integral de sobreposi¢cao

= energia total normalizada

B =1X"H, X,dt =] x,*H, X, dT = Integral de ressonancia/troca

= termo devido a energia do elétron, quando ele esta na
sobre/sub-densidade da sobreposicao de x, € X..



O Principio Variacional

Il As integrais de Coulomb e de ressonancia/troca sao definidas de

maneira diferente que na aula anterior.
Na aula anterior, estas integrais continham apenas o termo
..., mas agui se usa o hamiltoniano completo,
outro nucleo

H _=-h?[2m -V?+V, +V,_

op
tal, que

a, =[x Voxdr+[x*H, x, dt="J" + E ,

O = X"V Xg AT + [ Xg*H X dT = "J." + E,

“J,". contribuicao do nucleo B na energia potencial de x,,
0 J como definido na aula anterior

B=IxV.x,dt+[x H . x,dr="K,”+ E,S
=[xV . xdr+ [x *H x dr ="K "+ E_S
“K,": atracao do nucleo B no elétron quando ele esta na

sobre/sub-densidade da regiad da sobreposicao,
0 K como definido na aula anterior.



O Principio Variacional

O sistema das duas equacoes seculares tem solugoes c, e ¢, se a
determinante secular é zero:

det( E"‘_‘E’ﬁ ’i E‘_Eg ): (a,-E)(a,-E)-(B-ES)*=0

I Em geral, esta equacéo tem duas solucdes (equacao guadratica),
uma delas correspondendo a energia minima, e a outra, a energia
maxima (afinal, no maximo também temos dE/dc, = 0, 0E/oc_ = 0, ...).

A solucao com energia maxima corresponde ao orbital antiligante.



O Principio Variacional (Resumo)

Queremos exprimir as funcoes de onda moleculares como
combinacdes lineares de 2 funcdes de onda atomicas:

l"U = CAXA + CB)(B
=> determinar c, e c,

- calcular as integrais a, = [ X,*H_ X, dt=: H,,,
a, =] XeHoo X dT =1 Hy,
L = jXA*HOpXB dr=H, = IXB*HODXAdT ='H_ e
S=[xxx.dr=:S, =[x *x,dr=:5,,

- achar a energia E, para aguela a determinante secular é zero:

- FE f-ES
det( gpe ): (a, - E)a, - E) - (B- ES)? =0,

0 que da, em geral, duas solugcbes E, e E, (OU E, e E).



O Principio Variacional (Resumo)

- usando estes valores de E, pode-se resolver as
equacoes seculares para achar as coeficientes ¢, e c:

(a,-E)c, +(B-ES)c,=0
B-ES)c,+(a,-E)c,=0

=> duas solucoes:

El, c,ec, e
E2’ CZA € CZB

correspondendo aos dois orbitais moleculares.

A energia de cada solucdo também pode ser calculada usando

E = “; ffﬂ?:’d’r (ou JY*H, wdr, caso  ja é normalizada)
| wredrar




O Principio Variacional

Dois Exemplos Simples: Moléculas Diatomicas Homonucleares
a,=a, =a
=> determinante secular: (- E)(a-E) - (8- ES)*=0

as duas solucoes sao:

E. = (a+B)/(1+S), c,, = LIV2(1+S), c,, = C,, => Y, = (X, tX)V2(1+S)
E = (a-B)/(1-S), ¢, = 1V2(1-S), ¢, =-Cc, => . = (X,-X.)/IV2(1-S)

que sao os orbitais ligante () e antiligante () que conhecemos

com suas energias correspondentes, mas agora ainda
determinamos as constantes de normalizacao.

|E <E



O Principio Variacional

Dois Exemplos Simples: Moléculas Diatomicas Heteronucleares
Sem Sobreposicao de Orbitais (aproximacao frequentemente feita)

S=0

escolhendoAe Btal, que a, > a,

=> determinante secular: (a, - E)(a, - E) - *=0

Definindo o parametro angulo de mistura ¢ := %2 tan™ [2|B|/(a,-a,)]
as duas solucoes sao:

E.=a,+ftand, Y ,=cos{-x,+send-x,
E=a,-Ptan{, Y =-send-x,+cos{- X,



O Principio Variacional

Dois Exemplos Simples: Moléculas Diatomicas Heteronucleares
Sem Sobreposicao de Orbitais

E.=a,+ftan{, Y, =cos{-x,+send-x,
E=a,-Btan{, Y =-sen{-x,+Ccos{- X,

Se os dois orbitais de base tem energias comparaveis, a, = o, =: q:
(=Y%m=>E =azf, ¢, =1IV2 (X, *X,)

Os orbitais moleculares sao misturas dos orbitais atomicos.

Se os dois orbitais de base tém energias bem diferentes,

la-a,| grande (em comparacao a p):

(- 0=E, ->aqa, ¢, - X,

E - a, Y - X
Os orbitais moleculares sao praticamente os orbitais atdmicos inalterados.
=> |igacao praticamente ionica.

=> S0 orbitais com energias comparaveis fazem ligacoes.



O Principio Variacional: Notacao Elegante

Olhando de novo para as equacoes seculares e substituindo os indices A
e B por 1 e 2 e usando o indice i/ para a i-ésima solucéo (i = 1, 2):

(a,-E)c, +(B-ES)c,=0
B-ES)c, +(a,-E)c,=0

Elas também podem ser escritas:

01-E B-ES\( e \_{0
B—ES ap—E \ca )\ 0

Isto tambem explica, por que a determinante desta matriz, a matriz
secular, deve ser zero para os valores certos de E.



O Principio Variacional: Notacao Elegante

Definindo as matrizes hamiltoniana;:
_( Hyy Hyp . _ _
H .—( i B ) onde H, = j)(i*HOpder =>H, =a,H

1 22

1 = a,,
H,=H, =P

2

e de sobreposicao:
. Sll SI‘E . - - - - -
S.—( ),onde S, =Ix*xdr=>5,=5,,=1,5,=S5, =S

5‘21 5‘22 12 21

e 0 vetor das coeficientes da i-esima solucao:

c:=| ™

Cig
As equacoOes seculares para a i-ésima solucao se tornam:
(H-ES)-c =0,

e a condicao da determinante secular para achar a energia desta solucao:
det (H-E S)=0



O Principio Variacional: Notacao Elegante

Definindo ainda as matrizes das coeficientes das solucoes:

T o .
C:=(c,c,)= ( e ) | 0 elemento 1,2 desta matriz é c,, e vice-versa.

€13 Ca 21

e das energias das solucoes:
_(E 0
£x= (5 9)

As equacoOes seculares se tornam:
HC - SCE=0,0uHC=SCE,ouC*'S*HC=E

=> O problema vira um problema de diagonalizacao da matriz S *H,
onde a matriz que realiza a diagonalizacao e justamente C, a matriz
gue contém as coeficientes das solucoes, e a matriz diagonal
encontrada E contém as energias.

Pode ser resolvido usando métodos computacionais de
diagonalizacao de matrizes.



O Principio Variacional

Resumo: Moléculas Diatomicas
Queremos achar as (duas) combinacoes de duas funcdoes de onda
atomicas x, e x,, Y = 2_,,C X, que representam as funcoes de onda

dos orbitais moleculares e as energias correspondentes
=> queremos determinar os dois jogos de ¢, C, e E,

C,,C,€ E1 ec,,C,,¢€ EZ.

Uma das solucdes representara o orbital molecular ligante, e uma,
o orbital antiligante.

Como fazer?



O Principio Variacional

Definir as matrizes hamiltoniana:

—( Hu Hi — _ _
H .—( H, M, ) onde H, = [x*H x.dt=>H, =a,H,, =a,

2

e de sobreposicao:

. Sll 512 . — — — — —
S = ( & g ) onde S, :=[x*xdr=>S5,=5,=1,5,=5, =S

Usar a condicao da para achar as
das (opcional, ja que mais tarde acharemos as energias
de qualquer jeito): det (H - ES) = 0 (! Aqui, E € um escalar)

=> 2 solugoes, E, e E,

Diagonalizar a matriz S*H: C*S*'HC = E
A matriz C que realiza a diagonalizacao, contem nas colunas as

.. ~ C C
coeficientes das solucdes, C := (c,, C,) :( E” ;‘ ) .
12 2

A matriz diagonal encontrada E contém as energias, E = diag{E,, E.}.



O Principio Variacional

Moléculas Poliatbmicas

Este método é facil de estender para moléculas poliatbmicas:
Supondo, que agora queremos achar as (N) combinacoes de N
orbitais atomicos x, Y = Z.c X, que representam as funcoes de
onda dos orbitais moleculares e as energias correspondentes
=> queremos determinar os N jogos dec,, cC,, ...C, € E,

C (:12,...(:1NeE1ec cz,...CZNeEZ,c C ...CNNeEN.

117 21" T2 N1' “N27

=> Definir as matrizes hamiltoniana:

Hy Hyp --- Hix
H = #x Ha :
Flay  wooms s 2B s

e de sobreposicao:
Sll Slﬂ Slj"-’
S " — [ S21 Sa2 :

B wns wow Sa

,onde H,:=[x*H x.dt=>H, =aq,

,onde S := j)(,.*xj dr=>S. =1




O Principio Variacional

Moléculas Poliatbmicas

Opcional: Usar a condicao da para achar as
das .det(H-ES)=0

(! De novo, neste passo opcional, E € um escalar)

=> polindbmio de N-esimo grau => N solugbes, E. e E,, ... E,..

Diagonalizar a matriz S*H: C*S*HC = E
A matriz C que realiza a diagonalizacao, contem nas colunas as

Ciz Ca2 : ]
A maitriz diagonal encontrada E contem as energias,
E=diag{E,, E,, ... E,}.

coeficientes das solucoes, C:=(c, C,, ...C,) =

Pode ser resolvido usando métodos computacionais de
diagonalizacao de matrizes, mas para grandes N se torna muito
laboroso.



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel

Ja que, para grandes N, o método € muito laboroso, o que fazer?

Simplificar as matrizes, I. e. zerar e/ou igualar um monte de
elementos das matrizes H e S usando suposicoes simplificantes e
iInformacoes sobre simetrias da molécula

=> Aproximacoes de Huckel para moléculas do tipo “sequéncia de
atomos de carbono com atomos de hidrogénio anexos”.
Exemplos: HC=CH (acetileno/etino), H,C=CH, (eteno), C,H,

(butadieno), C,H, (ciclobutadieno), C_H_ (benzeno/benzol), e outras.



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel

- Supor um “esqgueleto” rigido de ligacoes o que determina a forma
geral da molécula e resolver o problema apenas para 0s orbitais 71t.
=> Levar em conta so orbitais atomicos C2p gue nao estao
iInvolvidos nas ligacoes o (perpendiculares as ligacdes o).

- Supor, que as sobreposicoes entre 0s orbitais atdmicos sao
despreziveis: S, = 0 para i # J.

Jaque S =1, temos, que S é a matriz da identidade S=1/=S".
=> A matriz a ser diagonalizada, S*H, & simplesmente H.



Aproximacao de Huckel

O Principio Variacional

- Supor, que todos os orbitais de C2p sao iguais
=>todos os a; (= H; = [ x*H, X;dT) sao iguais => H, = a = -10.7 eV

- As integrais de ressonancia H, (= j)(,.*Hopxj dn), I %,
sao (3 = -2.4 eV para vizinhos e zero para nao-vizinhos.

=> Para uma cadeia de atomos de C (enumerados em sequéncia),
a matriz hamiltoniana (que € a matriz a ser diagonalizada) é da

forma H =

\

[ (3

g a f

B .

0

0

b

\

i}

iy

, relativamente facil para diagonalizar.

Sao simplificacoes severas, mas dao resultados razoaveis.



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel

Resultados:

Para moléculas tipo cadeia de N atomos de C, as energias das N
solucodes sao

E=a+2Bcosinm/(N+1),i=1,..N

=> Vvao de um pouco mais que a + 23 a um pouco menos gque o - 20.

e para moléculas ciclicas, i. e. anéis de N atomos de C, elas sao
E.=a+ 23 cos 2irn/N

=>tambémde a+ 2B (i=N)aa- 20 (parai= N/2 caso N = par, senao
um pouco menos) mas com niveis degenerados (ja que E = E, ).



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel: Eteno, H C=CH,

Ja encontramos esta molécula na teoria da A<
ligacéo de valéncia.

Hickel: esqueleto rigido das ligacoes o
(azul) no plano xy. - 7

E a ligacéo 11, composta de
C2p,,=:x,e C2p . =:X.,

Y=cx *+c,x,(N=2),

cujas propriedades (c,, c, € E) queremos
determinar.




O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel: Eteno

=> resolver C*HC = E, onde H = ( 3 i ) %e

Formalmente igual a molécula diatbmica & a-B “umo
homonuclear sem sobreposicao: |

E1,2:Ei:aiB1 ,IL
de acordo com E, = a + 2f3 cos irt/(N+1) a+B 47— Homo

c-c.00-(2 4 -

E.=a+ B = - 2.4 eV, c,, = c,, (orbital ligante 1)
E=a-B=a+2.4eV,c, =-c, (orbital antiligante 2rr™)

C2p_k |

Os dois elétrons ocuparéo o orbital ¢ .

Energia de excitacao (energia necessaria para elevar um e- do
HOMO pro LUMO): (a-B) - (a+p) =-28=4.8eV



O Principio Variacional

Aproximacao de Hickel : Butadieno (C,H,)

H/CQC/C-\...\C/H ) M

Estes diagramas sugerem gque temos, além das ligacdes o, duas
ligacOes 1T isoladas (1-2 e 3-4), mas calcularemos orbitais
moleculares (de natureza 1), abrangendo os 4 atomos de C:

Estrutura rigida no plano xy, restam os 4 C2p_para formarem os

orbitais moleculares.
=>N=4,x:=C2p,.



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel: Butadieno

o 3 0
. . . 8 a B .
Matriz hamiltoniana: H = ( A J AL 1628 aniigante
0 g o 5 i
! i
—_ -1 —_— ' |
== reSOIVer C HC - E ,f 3 ,a‘-ﬂO.GZB predominante-
o ! A LUI\/I(D” mente antiligante
solucéao: kg
E .':". "'."'l
‘ 1 “ "..'-
a+1628 0 AF 0 0 C2p/ 4C2p
E = 0 a+0628 0 450
- 0 0 a—-0628 0 E, e o
0 0 0 a —1.628 o il
) tn 52% a+6.62B predominante-
= diag{a + 23 cos 1/2/3/4-m/(4+1)} | HOM®  mente ligante

Y !
h !

. N , a1 .
Configuracéo dos 4 elétrons: 1712 272 —=Lt - ae1.628 ligante



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel: Butadieno

E a aparéncia dos orbitais?

0.372 0602 0602 —-0.372

—_ — | 0602 0372 -—-0.372 0.602
c (cl’cz’c3’c4) 0.602 —-0.372 —0.372 —0.602

0.372 —=0.602 0.602 0.372
1t 2 3 4t

Energia total dos elétrons 7T (por molécula):
E =2(a+1.6203) + 2(a+0.62p) = 4a + 4.48[3

=> Energia de formacao da ligacao .
IE - 4al =14.48031 = 10.8 eV

Energia se fossem 2 ligacoes isoladas (=> eteno):
4(a+B) = 4a + 40

1
Energia ganha tendo orbitais moleculares, em lugar de n
ligacOes individuais, chamada energia de deslocalizaca

(4a + 4B) - (4a + 4.480) = -0.483 = 1.15 eV



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel: Ciclobutadieno (C,H,)

Anel de 4 atomos de C, cada um com
um H anexo.

Este diagrama sugere duas
ligacOes 1T isoladas (2-3 e 4-1)

Além da estrutura rigida de ligacoes o 4
no plano xy, temos os 4 orbitais C2p_para

formarem os orbitais moleculares:
=>N=4,x:=C2p..



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel: Ciclobutadieno

solucao: m

a+25 0 0 0 a a
— 0 0
e=|"8 8 1 | &S

0 0 0 a-28

a B B
) ) . 3 g
Matriz hamiltoniana: H=1|"~ % « 2 |, B
a - 23 antiligante

g «
ja que agora o atomo 4 ¢é vizinho do atomo 1.

W

Degenerescéncia deste nivel. g

2 e nonivel a + 23, 1 e em cada nivel a.
=>E =2(a+2p) + 2(a) =4a + 403

a + 203 ligante

C3 C4

=> Energia de deslocalizacao: 4(a+ ) - (4a +4p3) =0

E (ciclobut.) > E (but.) => ciclobutadieno ndo € muito estavel.



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel: Benzeno/Benzol (C.H,)

Anel de 6 atomos de C, cada um com 6 2
um H anexo.

Este diagrama sugere trés ligacoes 1t
Isoladas (1-2, 3-4 e 5-6) 5 3

Estrutura rigida de ligacdes o no plano xy, 4
sem tensao, ja que o angulo de 120°
é “natural”’ na hibridizacao sp?.

c(Csp?,H1s)
/ o(Csp?,Csp?)

o(Csp?,Csp?)

Alem deste estrutura temos os 6 orbitais C2p,

para formarem os orbitais moleculares:
=>N=6, x,:=C2p_.



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel: Benzeno/Benzol

(o B 5\ A
B a B 4an
Matriz hamiltoniana: H=| 7% 7 |,
B p

\ P &g LUI\/I=O3TC
solucéao:
E = diag{a + 28, a - + B o+ 3,\01 B, a- ,B\or 20} S2P-

1 2 3 4nm

Degenerescéncia destes niveis. TR 21
2 e no nivel a + 23, 4 e nos niveis a + 3. HOMO
=>E_=2(a+2f3) + 4(a+f) = 6a + 83 T— 17

=> Energia de deslocalizacao: 6(a + B) - (6a + 88) =-23 =4.8 eV
é grande, outro fator que estabiliza a molécula de benzeno
(além do “esqueleto” sem tenséao).



O Principio Variacional

Aproximacao de Huckel: Benzeno/Benzol

E a aparéncia dos orbitais?
Energy

41

Ja que temos orbitais moleculares m,
e nao 3 ligacoes T individuas,

o diagrama aqui em baixo talvez
seja mais adequado para simbolizar
benzeno.
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