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Resumo das Aulas 1 a 3

A luz (e outra radiacao eletromagnética) tem propriedades
ondulatorias: Interferéncia, difracao, comprimento de onda,
frequéncia de oscilacao, ...

Mas ela também tem propriedades corpusculares: Corpo Negro,
Efeito Fotoelétrico, Efeito Compton, ...

As “particulas de luz” sdo chamadas de fotons. Aenergia e o
momento linear dos fotons dependem da sua frequéncia, resp. do
seu comprimento de onda, e sao dados pelas relacoes:

E =h-v=c-h/A
p = Elc = h-vic = h/IA = hk/2rt  (onde k := 211/A = nUmero de onda)

As duas manifestacoes da luz, onda e particula, séo
complementares.

O experimento determina o carater observado.

=> Principio da complementaridade (Niels Bohr, 1927)



Se as ondas classicas sao ao mesmo tempo
particulas, sera que as particulas classicas, por
exemplo os elétrons, sao ao mesmo tempo ondas?
Elétrons tém comprimento de onda e frequéncia?



Louis V. de Broglie (1924)

Sugeriu que os eletrons em |
movimento deveriam ter
propriedades de onda.

A frequéncia resp. o comprimento
de onda desta onda pode ser
calculada a partir da energia,
resp. do momento linear, do
elétron, usando as mesmas
relacOes que para o foton.

RelacOes de de Broglie

V = E/h (onde E é a energia
total, E = U + K)
A=h/p

I As relacdes E = c-h/A e p = h-v/c nao valem para particulas, por
gue para eles ndo vale c = Av e nem p = E/c.




Louis V. de Broglie (1924)

De Broglie se inspirou no atomo de Bohr

(proxima aula). '\

Ja que, no atomo de Bohr temos: A

L =pr =nh=nh/2n \
=>2nr =nh/p =nA

Se 0s elétrons tém os comprimentos

de onda previstos por estas relacoes,
eles fazem ondas estacionarias nas

suas orbitas.

Isto €, as circunferéncias das suas orbitas
sao multiplas dos seus comprimentos de
onda.

=> As ondas-elétron fazem interferéncia
construtiva consigo mesmas.

62 Orbita de Bohr



O Comprimento de Onda da Matéria

Cal CU Iam OS O CO m p I'I m e nto The de Broglie wavelengths of various moving objects.

article ass/kg eed/m-s Wavelength/pm
de onda de uma bola de — e o
1 Electron accelerated
plngue'pongue de 2 g e 5 m/S: through 100 V 9.11 x 107 5.9 x 10° 120

21 Electron accelerated
/\ — h/p — h/mV - 6 . 6 . 10 nm through 10,000 V 9.29 x 107 5.9 x 10 12

a particle ejected

menor que o diametro de um from radium 6.68 x 107 1.5 x 107 6.6 x 107
‘) At 22-caliber rifle bullet 1.9 x 1073 3.2 x 107 1.1 x 107
nUCIeO atomlco Golf ball 0.045 30 4.9 % 107°%

=> [nobservavel.

Outro exemplo:
Eletron “lento™: acelerado por 10V =>E_ =10 eV

A=h/p=h~N2mE_=0.39 nm

Comparavel as distancias interplanares em cristais.
=> Deveria ser observavel em experiéncias de difracao em cristais,
como sugerido em 1926 por W. M. Elsasser.



Davisson e Germer (1927)

Um anos depois, Davisson e Germer
(e indepentemente, G. P. Thomson)
verificaram esta hipotese por um
experimento.

Fizeram um feixe de elétrons incidir num
alvo de aluminio em po.

Os elétrons eram acelerados para um
momento linear que corresponde,
segundo as relacdes de de Broglie,

a um comprimento de onda comparavel
aquele de raios X.

Se os elétrons realmente se comportassem como ondas, eles
deveriam ser espalhados e mostrar um padrao de difracao similar
aquele de raios X ao passar pelo alvo.



Davisson e Germer (1927)

Deve-se observar raios refletidos

sob angulos que satisfazem a
Lel de Bragg:

2dsenf=nA

A diferenca de caminho entre os
raios refletidos parciais deve ser
um multiplo do comprimento de

onda (de de Broglie).
=> Os raios parciais farao
Interferéncia construtiva.
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raio refletido
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=> diferenca de caminho: 2 d sen 6

Para outros angulos, os raios refletidos parciais fazem
Interferéncia destrutiva e nao se Ve raios refletidos.

Os raios refletidos devem mostrar um padrao de difracao
refletindo a estrutura cristalina do material.



Davisson e Germer (1927)

Isto se confirmoul!

Elétrons tém propriedades

ondulatorias, I. e. frequéncia

e comprimento de onda,
dados pelas
relacOes de de Broglie.

Logo depois, as propriedades

ondulatdrias foram confirmadas
tambéem para outras particulas:

moléculas de H, (1930,

Estermann, Stern e Frisch),
atomos de He (1946, Fermi,
Marshall e Zinn),

mais recentemente protons,
néutrons, ...

Al
Feixe incidente . circular de
(raios X nuuhh‘nmh g difragéo
I -
Avo T
(Adurninic Chapa
em ph) fotografica

(@)

(&) (<)

Figura 1 - Figuras de difracio para a montagem, esquematica-
mente mostrada em (a). Em (b) temos o caso do feixe incidente
coma sendo de ralos-X, engquanto em (¢) temos o caso de elétrons.
Vale observar que, para o caso da figura, o comprimento de onda
de de Broglie, para os elétrons, é o mesmo que o dos fotons de
raios-X. A semelhanca nos padries de difragio ¢ evidente (Fotos
com publicacio gentilmente autorizada por John Wiley Inc.).

Todas as particulas tém propriedades ondulatorias!



Ondas

O que € uma onda?

Uma variacao, periodica ou nao,
em alguma grandeza fisica a,
gue se propaga pelo espaco.

Exemplos: Ondas sonoras: variagoes na pressao do ar,
Ondas eletromagneéticas: campos elétrico e magnético,
etc.

2 2
Ela satisfaz a Equacao de Onda: 0’a _ 107a

que é derivada dos processos Oz 02Ot
gue causam a propagacao

(para ondas sonoras, as interacdes entre as particulas
d

d

0 ar, para ondas eletromagnéticas, uma combinacao
as Leis de Maxwell, ..)




Ondas

O que é uma onda? O°a 1 9%a

Solucdes sao: Ox= 2 Ot

a_(x,t) = g(x - v): onda de forma g(x) propagando se

com velocidade v na direcao +x, e
a (x,t) = h(x + vt): ! h(x) " nadirecao -x.

No caso tri-dimensional, a segunda derivada € o

operador laplaciano,
A = V? = 0%/0x? + 0°/0y? + 0°/0z7

Neste caso, as solucoes sao ondas propagando-se com
velocidade v em qualquer direcao.



Ondas

Ondas Periddicas e o

+f v
Um caso interessante s
sao ondas periodicas. g’ me 0 \/\/ - ime
Sao ondas, para o v
aqueIaS Vale - Triangular wave , Square wave
a(X, t) — a(X + nA, t), g_u time 0 | : 4 I = time

n=1,2,3, .. * 7
v y

definimos como
comprimento de onda A,
a menor distancia que realiza isto.

(Qualguer multiplo inteiro de A tambeéem realiza isto.)



Ondas

Ondas Periddicas

+
<

Entao: sendo o
comprimento de onda A,

Amplitude
L ]

definimos como -
numero de onda k := 271t/A ~

0

mplitud

Em uma dada posicao
fixa, a grandeza a oscila ©
com periodo T = Alv,

o

Sine wave

Triangular wave

A

Isto €, com frequéncia v = 1/T = v/A

time

time

Complex wave

\/\/J = time

Square wave

= time

Ainda definimos a frequéncia angular w = 2mrtv = 2mr/T.

Para ondas propagando-se na direcao -x, v <0,

k e A sao negativos.



Ondas

Ondas Senoidais

Caso mais interessante ainda:
a = a, cos(kx - wt + @) N A\
=a, cos 21t(X/IA - tIT + @)

= az cos [21T/A - (X - Vi) + @], \/ M \/

onde
a, & a amplitude da onda,

@ é chamado fase
(o0 deslocamento do pico da onda até x =0 em t = 0).

Obviamente, v = A/T = wlk.



Ondas

Interferéncia

Quando duas (ou mais) ondas a, e a, passam pela
mesma regiao do espaco, elas se sobrepoem:

ax, t)=a,(x, t) +a,x,t)

fenomeno chamado interferéncia.

No caso de duas ondas senoidais temos
alx,f)=a,,cos(kx-wit+@)+a,, cos(kx-w,t+g,)

Usando a identidade trigonometrica

cos a+cos B =2-cos[(a+ p)2] - cos[(a - B)/2]

vamos agora achar umas propriedades interessantes de
ondas em interferéncia.



Ondas

Interferéncia: ondas com a mesma frequéncia

Se as ondas tém a mesma frequéncia e se propagam na
mesma diregao: v, =v, = v
=>w, =w,=w, A=A =IA Kk, =k, =K,

e tétm a mesma amplitude a,, = a,,, a soma da

a=2a,, - cos ((kx - wt+ @, + kx - wt + @,)/2)
- COS((kx - wt + @, - kx + wt - @.)/2)
= a, cos (kx - wt + (¢, + ,)/2),
onde a, =2 - cos((@, - 9,)/2) - a,,

=> uma onda com 0s mesmos frequéncia, comprimento
de onda, etc. que as duas ondas a, € a,.



Ondas

Interferéncia: ondas com a mesma frequéncia
a=a,cos (kx - wt+ (¢, + 9,)/2), onde a, =2 cos((p, - 9,)/2) a,,

DOiS g01:q02+(n+1/2)-2r[, @, =t n-2r,
casos exatamente fora de fase  exatamente em fase

especiais: /\/V}LA/\/ /\/\/}/\/\/

Y, 4

a, = 0 a, = 2&10,1 = 2&10,2
interferéncia destrutiva interferéncia construtiva



Ondas

Interferéncia: ondas com a mesma frequéncia
a=a,cos (kx - wt+ (¢, + 9,)/2), onde a, =2 cos((p, - 9,)/2) a,,

=> Dependendo da diferenca de fase, as
ondas se amplificam (interferéncia construtiva) ou
cancelam (interferéncia destrutiva).

=> Pela intensidade da onda resultante, da para
determinar a diferenca de fase entre as ondas a, e a,.

Na interferéncia de ondas com a mesma frequéncia e
amplitudes diferentes, interferéncia construtiva e
destrutiva também acontecem, mas no caso da
destrutiva, o cancelamento nao é total.



Ondas

Batimento

Ondas com quase a mesma frequéencia, v, = v,
== wl = 002, /\1 :)‘2’ kl = kz’ V1 = Vz
Para facilitar, tomamos v, > v,, as duas amplitudes

iguais, a,, = a,,, € as fases como zero, @, =@, = 0:

a=a, gs (Va(k,+k )X - 1/2(w1+w2)9 : @s (Ya(k,-K, )X - 1/z(wl-w2)9 ,
onda com freq. Y2(v, + v,), k = Y2(k,+k,), € onda com frequéncia muito baixa,
velocidade (w *w,)/(k,tk,) =1 v,=v, ouv, e velocidade (w,-w,)/(k-k)) := V,

(chamado velocidade de fase), (chamado velocidade de grupo),
Isto €, similar as ondas a, e a, Isto €, com periodo/c.d.o. longo

onde a, = 230,1 = 2&10’2



Ondas

Batimento

=> O resultado € uma onda com

frequéncia/comprimento de onda J=sinis
bem similar as duas ondas t
originais, cuja amplitude oscila

lentamente, fen6meno chamado TV Y
batimento. M\A ﬂﬂ Mnﬂ;
aqui, as duas ondas U -"] H u U
fazem interferéncia ) SRSl |
Construﬁva’ e aqui’ / _ u “ U‘/R’entre
destrutiva )\ e,
Se as duas ondas tém amplitudes me;afe Adel)z"’[%(k k)

diferentes, ha batimento também,
mas a amplitude n&o chega a zero entre dois maximos.



Ondas

Ondas Estacionarias

Ondas com quase as mesmas frequéncia, w, = w, =: w,
e amplitude, a,, = a, .,

mas indo na direcao oposta:
k,=:k=>k, =-k

tomando ¢, = @, = 0:

ventre ou A2

=>a-= aO-COS('Wt)'COS(kX)1 antinodo
onde a,:=2a,, = 2a,,

oscila muito em certas posicoes, 0s ventres (onde kx = nm),
e nao oscila em outras posicoes, 0S NOs (onde kx = (n+¥:)m).

=> Onda estacionaria



Ondas

A Experiéncia da Fenda Dupla

O on @ off m

- ﬂ

No plano ou no

espaco 3D, duas ,
ondas esfericas —. 3
com a mesma /s / A
frequéncia fazem "
Interferéncia g oo EED
construtiva em ﬁ

certas posicoes,
e destrutiva em
outras, assim

produzindo um —

padrao de

. A . b4
Interferéncia.




Ondas

A Experiéncia da Fenda Dupla

Esta situcao pode ser gerada
passando uma luz monocromatica
(I. e. um laser) por um par de
fendas e colocando uma tela atras.

Na tela aparece um padrao de
Interferéncia ou difracao.



Pacotes de Ondas

Voltando ao Batimento

a=a, cos (Ya(k,+k,)x - Ya(w,+w,)t) - cos (Ya(k -k, )X - Yo(w,-w,)t ),

w=ginllx

aqui, as duas ondas fazem interferéncia ‘
construtiva, por estarem em fase
(diferenca de fase 0) SV
e aqui, destrutiva, por estarem fora de ;
fase (diferenca de fase m)

aqui, elas fazem interferéncia construtiva ﬂ IE Y > f”=5i”1”*‘*5i””"n n

de novo, por estarem em defasados por L ﬂ H H

um comprimento de onda TH g ﬂﬂ t

(diferenca de fase 2m) Y, ;//,,AUJU»\!
vy

I

-
271/(k,-k,) = 271/ Ak

e aqui, destrutiva de novo, por estarem fora de /H/jl | i H U b
fase de novo (diferenca de fase 3m)

>

etc.



Pacotes de Ondas

S omamos ag @) ra al é m d e Several plane waves Wave packet

a, e a,, todas as ondas com \\\\\\\ANV\
namero de onda entre k, e k,, \/\/\/\/\/\/\/\/\/
isto é, todas as ondas numa  \/\/\/\/\/\/\/—
faixa Ak \NANANANN
(centrada em k := Y4(k, + k.)) \VAVAVAVAZE i

0 gque chamaremos de = 2m/nk
pacote de ondas.

Agora as ondas estarao em fase apenas uma vez.
La, onde a, e a, estao em fase de novo (defasados por

um comprimento de onda), as ondas intermediarias
estao defasados por fracoes de um comprimento de
onda e se cancelam com a, e a, e entre si.



Pacotes de Ondas

=> Um paCOte de OndaS com Several plane waves Wave packet
numeros de onda numa faixa \N\N\N\N\N\/\/
de largura Ak € localizado

numa regiao de largura \/\/\/\/\/\/\/\/\/
Ax = 211/Ak e se desloca com a W\/\NV\/
velocidade de grupo v, = Aw/Ak \NW\/\

(Aw: faixa de freq. angulares),

enquanto as cristas da onda se \/\/\/\/\ ——Ax

deslocam com a velocidade de fase v, = w/k = Av. = 27t/Ak

Interpretando o pacote de

ondas como uma particula/onda com uma incerteza intrinseca no
numero de onda de Ak e uma incerteza na posicao de Ax,
podemos dizer:

Quanto melhor definido € o numero de onda da particula/onda,
tanto menos bem definida é a sua posicao.



Pacotes de Ondas

Os dois casos extremos:
-Ax=0=> Ak = x:

A posicao é bem definida, mas o numero de onda totalmente indefinido,
l. e. as propriedades ondulatorias sao totalmente perdidas

=> particula classica
-Ak =0 => Ax = oo:

O numero de onda é bem definida, mas a posicao é totalmente
Indefinida, i. e. as propriedades corpusculares sao totalmente perdidas

=> onda classica

Podemos reformular a frase do slide anterior:
Quanto mais se manifesta a natureza corpuscular do pacote,
tanto menos se manifesta a natueza ondulatoria, e vice-versa.

=> Dualidade onda <=> particula



Pacotes de Ondas

narrow wave packet

Na pratica, a distribuicao de o
numeros de onda de um T

pacote de ondas nunca é /\

da forma “constante dentro ’\/\/ \/\vf‘; Sg—o—

de uma faixa Ak”, mas € mais
para “distribuicao gaussiana
com largura AK”.

— Ak —
No caso de uma gaussiana /\ ’ PaN
perfeita da para calcular, g ek [ vevenmber

gue a largura da distribuicao de posicoes € Ax = 1/ 2K,
Ax-DNk = V4
Para distribuicOes gerais vale: Ax-Ak = Y4

amplitude of contribution
with wave number k

y

amplitude of contribution
with wave number k

~
o



Pacotes de Ondas

Em lugar de olhar pra onda em funcao da posicao em
um momento fixo, podemos olhar para ela em funcao do
tempo numa posicao fixa.

Em relacao ao tempo, a frequéncia angular faz o papel
gue o0 numero de onda faz em relacéo a posicao, e
podemos repetir todas as reflecbes dos ultimos slides,
substituindo x por t e k por w.

De maneira analoga achamos: At-Aw = %

onde Aw é a largura da faixa (a incerteza) de
frequéncias angulares do pacote de ondas, e At, 0
tempo que o pacote leva para passar pela posicao fixa
(a Incerteza no momento de passagem).



Velocidade de Grupo e de Fase

Calculando as velocidades de grupo e de fase em termos da
velocidade de deslocamento da particula:
velocidade de grupo: V, = Awl/Ak = 2TAEIh [ 2rtAplh = AEIAp

- particulas nao-relativisticas (velocidade v):

V, = AE/IAp = A(emvA)Amv) =mv Avim Av=v
- fotons (vel. c): V, = AE/Ap = cApl/Ap =
nada outro que a velocidade da particulal

velocidade de fase: v, =Av = wlk = hlp - E/h = Elp
- particulas nao-relativisticas: v, = E/p = Yamv2 /[ mv = v/2

A onda se propaga mais lentamente que a particula,
resultando na dispersao da onda.

-fotons: v.=Elp=c
A onda acompanha o féton => onda nao-dispersiva.

vide https://www.youtube.com/watch?v=EIgKG5TISYs.


https://www.youtube.com/watch?v=EIqKG5TiSYs

Relacoes de Indeterminacao

Supondo que uma particula/onda pode ser descrita como
pacote de ondas, podemos usar as relacoes de deBroglie
pata traduzir o numero de onda em momento linear e
frequéncia (angular) em energia (total):

p = h/A = hk/2rT = hk e
E =hv =hw/2m = hw
As incertezas nas duas grandezas viram:

Ap = hAk
AE = hAw

Il Estas, e Ax e At, s&o incertezas intrinsecas nas
propriedades de uma particula/onda, nao simplesmente
limitacOes nos aparelhos de medicao.



Relacoes de Indeterminacao

Assim, as relacoes achadas
mais cedo nesta aula,

Ax-Dk =22 e At-Aw =%,
se tornam

Ax-Ap = hl2 e
AE-At = h/2

chamadas

relacOes de indeterminacao ou
principio de incerteza

de Heisenberg (1927). ereNlcBeaRers

Existem relacOes similares para outros pares de grandezas.



Relacoes de Indeterminacao

No caso tri-dimensional,
a relacao de incerteza
posicao - momento
sao, na verdade, trés:
Ap AX = zf;
Apy Ay = 22;!
Ap. Az =32

Werner Heisenberg




Relacoes de Indeterminacao

Em palavras:

Quanto melhor determinada é a
posicao de uma particula, tanto
menos bem definida é o seu
momento linear.

e

Quanto melhor determinada € a
energia (por exemplo, a energia

de excitacao de um estado
guantico), tanto menos bem definida
€ 0 seu “tempo” (neste caso,

0 tempo de vida do estado).

Werner Heisenberg



Relacoes de Indeterminacao

Em

Ax-Ap = h/2 e
AE-At = h/2

se trata de estimativas de ordens de grandeza

(0 “= h/2” vale apenas para distribuicOes gaussianas de
probabilidades de valores, no resto dos casos temos “>"),
tal que, na pratica, frequentemente usamos h em lugar de

hi2.



Relacoes de Indeterminacao

Algumas Consequéncias das Relacoes de Indeterminacao
Energia Minima de uma Particula em uma “Caixa”

Melhor dito: confinada a uma regiao de dimensao L.
=>Ax=L =>Ap=hlL

Mas (<-> e S|gn|f|cam valor medio):
(Ap)? = <(p - p)>> = <p? -2pp +p*> 7 7 P>

=> <p2> = 2 — 2 p = 0, a particula ndo se desloca
P (Ap) (h/L) mediado sobre o tempo

=> Energia (cinética) media: E = <p*>/2m = h*/2mL?

=> Uma particula presa numa “caixa” tem uma energia
minima # 0, chamada energia de ponto zero, e esta em
movimento, até em temperatura absoluta zero (0 K).



Relacoes de Indeterminacao

Algumas Consequéncias das Relacoes de Indeterminacao
Tamanho do atomo de Hidrogénio (modelo planetario)

O principio de incerteza também implica em um tamanho
minimo dos atomos, isto €, um raio minimo da orbita(s)
do(s) elétron(s):

Se 0 posicao do elétron é limitada “demais”, a incerteza no
seu momento linear, e entdo, na sua velocidade, fara que
logo logo a posicao nao sera mais tao limitada.

Tomamos como medida da incerteza na posicao do elétron
O raio da sua orbita:

AX =r =><p*> = (Ap)? = h?lr?

Estamos interessados no minimo, entdo usamos <p<> = h?/r?



Relacoes de Indeterminacao

Algumas Consequéncias das Relacoes de Indeterminacao

Tamanho do atomo de Hidrogénio (modelo planetario)

Usando (=> deducé&o na aula sobre o atomo de Bohr)
p =ve’m [Arte I

=> <p>> = e’m_[4me r = hlr?
=>r = 4nie h’le’m_ = a,

Exatamente o raio da primeira orbita de Bohr!



Relacoes de Indeterminacao

Largura das Linhas Espectrais

Um sistema com niveis de

energia (como o atomo de Bohr) ««|

gue se encontra em um nivel
excitado, se desexcitara para
o nivel fundamental (ou outro -
nivel mais baixo) apos um certo
tempo.

17|

.+ Probabilidade de decaimento

0.6 F

5,
,,,,,,,,,,,,,

B il — . - . -

A probabilidade deste decaimento cail exponencialmente

com o tempo: P(t)dt prop. e*dt.
Onde 1 € valor médio (ponderado)

de todos 0s possiveis

tempos de vida, chamado vida media.
O proéprio T também € uma medida pra incerteza no

tempo de vida do estado, AT=T.



Relacoes de Indeterminacao

Largura das Linhas Espectrais

Também ha uma incerteza na +

energia do estado excitado, dada & At médio
pelo principio de incerteza

AE-At = h/2 (ou h), .
tambéem chamada largura

intrinseca da linha espectral |

gerado no decaimento: b Alongo

I, = AE = hiAt = hiAt = ht,

At pequeno

da ordem de 107 eV para transi¢coes atomicas.



Relacoes de Indeterminacao

Largura das Linhas Espectrais

Intensidade

Em termos de frequéncia da linha,
a incerteza é (jJa que E = hv):

Av = AE/h = h/ihAt = 1/27T, &
e N0 comprimento de onda
(j& que E = hc/A => A = hclE): Ve ’

AX = |dME|-AE = |-hclE?|-hiT = hhclE2T = RAET

A largura intrinseca é normalmente desprezivel
comparada a outros efeitos que alargam linhas
espectrais como efeito Doppler, efeito de recuo,
colisbes atomicas, etc.
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