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Ondas

O que € uma onda?

Uma variacao, periddica ou nao,
em alguma grandeza fisica a,
gue se propaga pelo espaco.

Exemplos: Ondas sonoras: variacoes na pressao do ar,
Ondas eletromagnéticas: campos elétrico e magnetico,
etc.

2 2
Ela satisfaz a Equacao de Onda: 0’a _ 107a

que é derivada dos processos Oz 02Ot
gue causam a propagacao

(para ondas sonoras, as interacdes entre as particulas
d

d

0 ar, para ondas eletromagnéticas, uma combinacéao
as Leis de Maxwell, ..)




Ondas

O que é uma onda? O°a 1 9%a

Solucdes sao: Ox? w2 Ot

a. (x,t) = g(x - vt): onda de forma g(x) propagando se
com velocidade v na direcao +x, e
a- (x,t) = h(x + vt). ! h(x) " nadirecao -x.

No caso tri-dimensional, a segunda derivada € 0

operador laplaciano,
A = V2 = 0%/0x* + 0%/0y? + 0°/0z% (=> FVV)

Neste caso, as solucdes sao ondas propagando-se com
velocidade v em qualquer direcao.



Ondas

Ondas Periddicas T i

+3 v
Um caso interessante E
sao ondas periodicas. Ef time 0 \/\/ - ime
Sao ondas, para o v
aquelas Vale - Triangular wave ' Square wave
a(X, t) — a(X + nA, t), g_u time 0 } ; i : = time

n=1,2,3, .. < 7
N .

definimos como
comprimento de onda A,
a menor distancia que realiza isto.

(Qualquer multiplo inteiro de A também realiza isto.)



Ondas

Ondas Peridodicas

+
=

Entao: sendo o
comprimento de onda A,

Amplitude
L ]

Defilnimos como &
numero de onda k := 21t/A ~

Em uma dada posicao
fixa, a grandeza a oscila ©
com periodo T = A,

0

mplitud

o

Sine wave

Triangular wave

A

Isto €, com frequéncia v = 1/T = v/A

time

time

+V

0

+V

0

Complex wave

\/\/J = time

Square wave

= time

Ainda definimos a frequéncia angular w = 2mrtv = 211/T.

Para ondas propagando-se na direcao -x, v <0,

k e A s&o negativos.



Ondas

Ondas Senoidais

Caso mais interessante ainda:
a = ao cos(kx - wt + @) N A\
= ap COS 211(X/A - t/T + @)

= ao oS [21T/A -(x - Vi) + @], \/ M \/

onde
ao € a amplitude da onda,
@ é chamado fase
(0 deslocamento do pico da onda até x =0em t = 0).



Ondas

Interferéncia

Quando duas (ou mais) ondas a; e a, passam pela
mesma regiao do espaco, elas se sobrepoem:

alx, t) = ai(x, t) + az(x, 1)

fendmeno chamado interferéncia.

No caso de duas ondas senoidais temos

a(x, t) = aio CoS(KiX - wat + 1) + az0 COS(K2X - ot + @2)

Usando a identidade trigonometrica

cos a + cos 3= 2 - cos[(a + B)/2] - cos[(a - B)/2]

vamos agora achar umas propriedades interessantes de
ondas em interferéncia.



Ondas

Interferéncia: ondas com a mesma frequéncia

Se as ondas tém a mesma frequéncia e se propagam na
mesma direcao: v; = v, = v
=> W1 = &)2—&)A1—A2—Ak1 kz k

e tém a mesma amplitude
do,1 = do,2,
a soma da

a = ao CoS (kx - wt + (1 + @2)/2),
onde ap =2 - cos((@1 - ©2)/2) - aoa

=> uma onda com 0S mesmos frequéncia, comprimento
de onda, etc. que as duas ondas as € a,.



Ondas

Interferéncia: ondas com a mesma frequéncia
a = ao COS (kX - wt + (1 + Q2)/2), onde ao =2 cos((1 - Q2)/2) ao1

DOIS Q1 = Q2 + (n + 1/2).27'[’ Q1= Q> + n.2n"
Ccasos exatamente fora de fase ~ exatamente em fase

especiais: W/\/ /\/\/}/\/\/

v 4

ao=0 do = 2801 = 2a0,2
interferéncia destrutiva interferéncia construtiva



Ondas

Interferéncia: ondas com a mesma frequéncia
a = ao COS (kx - wt + (1 + Q2)/2), onde ao =2 cos((1 - ¢2)/2) ao1

=> Dependendo da diferenca de fase, as
ondas se amplificam (interferéncia construtiva) ou
cancelam (interferéncia destrutiva).

=> Pela intensidade da onda resultante, da para
determinar a diferenca de fase entre as ondas a, e a..

Na interferéncia de ondas com a mesma frequéncia e
amplitudes diferentes, interferéncia construtiva e
destrutiva também acontecem, mas no caso da
destrutiva, o cancelamento nao é total.



Ondas

Batimento

Ondas com quase a mesma frequéncia, vi = V»

=> W1 = Wo, )\1 z)\z, kl = kz

Para facilitar, tomamos vi > v,, as duas amplitudes
lguais, ao1 = Aoz, € as fases como zero, @, = @, = 0:

a = ao C\OS (Y2(kitk2)X - 1/z(w1+w2)t/) -@s (Y2(k1-K2)X - 1/2(0[)1-002)9,

onda com frequéncia ¥2(v. + v2), onda com frequéncia muito baixa,
isto €, similar as ondas a; e a; isto €, com periodo/c.d.o. longo

onde ag := 2801 = 280>



Ondas

Batimento

=> O resultado € uma onda com

frequéncia/comprimento de onda J=siniy
bem similar as duas ondas t
originais, cuja amplitude oscila

lentamente, fendmeno chamado TV Y
batimento. \[\A ﬂﬂ M“ui
aqui, as duas ondas U '/] H u U
fazem interferéncia o | PO 11
construtiva, e aqui, / i / UTentre
destrutiva )\1 e
Se as duas ondas tém amplitudes r_“‘(jf‘?e Ad;)zn’[%(kl k)l

diferentes, ha batimento também,
mas a amplitude nao chega a zero entre dois maximos.



Ondas

Ondas Estacionarias

Ondas com as mesmas frequéncia, w1 = W2 =. w,
e amplitude, ao1 = oz,

mas indo na direcao oposta:
ki=.k=>k,=-k

tomando ¢ = @, = 0:

=> a = ao-CoS(-wt)-cos(kx),
onde ao := 2a0,1 = 240,

ventre ou
antinodo

oscila muito em certas posicoes, 0s ventres (onde kx = nm),
e nao oscila em outras posicoes, 0S NOs (onde kx = (nN+42)1).

=> Onda estacionaria



Ondas

A Experiéncia da Fenda Dupla

O on @ off m

No plano ou no

espaco 3D, duas =1
ondas esféricas —. 3
com a mesma /s / A

frequéncia fazem *

Interferéncia
construtiva em
certas posicoes,
e destrutiva em
outras, assim
produzindo um —

padrao de

Interferéncia.

@ On @ Off m




Ondas

A Experiéncia da Fenda Dupla

Esta situcao pode ser gerada
passando uma luz monocromatica
(I.,e. um laser) por um par de
fendas e colocando uma tela atras.

Na tela aparece um padrao de
Interferéncia ou difracao.



Pacotes de Ondas

Voltando ao Batimento

a = ao COS (Y2(Kitka)X - Y2(w1+w2)t ) - cos (Y2(ki-k2)X - Y2(w1-w2)t ),

aqui, as duas ondas fazem interferéncia
construtiva, por estarem em fase
(diferenca de fase 0)

e aqui, destrutiva, por estarem fora de
fase (diferenca de fase m)

aqui, elas fazem interferéncia construtiva Iﬂﬂ? y = ginl Oxesin1x
HUL

de novo, por estarem em defasados por ﬂ _
um comprimento de onda 1t

—

w=ginllx

y = sinl0x

Ty

vt

(diferenca de fase 2m) VT
VYT

e aqui, destrutiva de novo, por estarem fora de /H/jfﬂm_‘

_feiradeciancias. com_br u b

fase de novo (diferenca de fase 3m)

etc.

I

-
211/(k1-k2) = 21/0k

>



Pacotes de Ondas

S omamos ag O ra, al é m d e Several plane waves Wave packet

a: e a», todas as ondas com \/WWWVW\/\
numero de onda entre ki1 e ko, W\/WV\/\/\/
ISto €, todas as ondas numa \/\W/\/
faixa Ak

(centrada em k := Y%(ki + k3)) LYATAVAVAY L U
0 que chamaremos de LYEYAT AT SNV,

pacote de ondas. = 211/A\k

Agora as ondas estarao em fase apenas uma vez.

L4, onde a; e a, estdao em fase de novo (defasados por
um comprimento de onda), as ondas intermediarias
estao defasados por fracoes de um comprimento de
onda e se cancelam com a; e a, e entre si.



Pacotes de Ondas

=> Um paCOte de Ondas com Several plane waves Wave packet
numeros de onda numa faixa
de largura Ak é localizado

' VATATAVAVAVATAVAYAN:
numa regiao de largura AAANAN \
Ax = 211/AK. /./;,;f
Interpretando o pacote de \/\/\/\/\ | b |
ondas como uma S
particula/onda com uma incerteza intrinseca no numero
de onda de Ak e uma incerteza na posicao de Ax,
podemos dizer:
Quanto melhor definido € o numero de onda da

particula/onda, tanto menos bem definida é a sua
posIcao.




Pacotes de Ondas

Os dois casos extremos:
-Ax =0 => Ak = o0;

A posicao é bem definida, mas o niumero de onda totalmente indefinido,
l. e. as propriedades ondulatorias séo totalmente perdidas

=> particula classica
-NANk=0=> Ax = o0

O numero de onda €& bem definido, mas a posicao e totalmente
iIndefinida, I. e. as propriedades corpusculares sao totalmente perdidas

=> onda classica

Podemos reformular a frase do slide anterior:
Quanto mais se manifesta a natureza corpuscular do pacote,
tanto menos se manifesta a natueza ondulatoria, e vice-versa.

=> Dualidade onda <=> particula



Pacotes de Ondas

narrow wave packet

Na pratica, a distribuicéo de o
numeros de onda de um T

pacote de ondas nunca é /\

da forma “constante dentro ’\/\/ \/\vf‘; Sg—o—

de uma faixa AkK”, mas é mais
para “distribuicao gaussiana
com largura AK”.

— | Ak —
. ~Ak—

No caso de uma gaussiana /\ VN
wave number k i wave number k

perfeita da para calcular, @ )
qgue a largura da distribuicao de posicoes € Ax =1/ 2Kk,

Ax-Dk = Y2
Para distribuicOes gerais vale: Ax-Ak = Y4

amplitude of contribution
with wave number k

y

amplitude of contribution
with wave number k

~
o



Pacotes de Ondas

Em lugar de olhar pra onda em funcao da posicao em
um momento fixo, podemos olhar para ela em funcao do
tempo numa posicao fixa.

Em relacao ao tempo, a frequéncia angular faz o papel
gue o numero de onda faz em relacao a posicéao, e
podemos repetir todas as reflecoes dos ultimos slides,
substituindo x por t e k por w.

De maneira analoga achamos: At-Aw = Y

onde Aw é a largura da faixa (a incerteza) de
frequéncias angulares do pacote de ondas, e At, 0
tempo que o pacote leva para passar pela posicao fixa
(a Incerteza no momento de passagem).



Pacotes de Ondas

AX-DK = Y2
At-Aw = V2
Multiplicando os dois por h, obtemos

Ax-Dkh = Ax-D(RK) = /2
At-Awh = At-A(Rw) = A/2

Mas, pelas relacoes de de Broglie,
hk =h-2/A=h/A=p
ehw=h-2nv=hv=E

=> Ax-Ap = h/2
At-AE = h/2

O principio de incerteza paraxe p e parate E!



A Funcao de Onda

Se o elétron é uma onda, qual € esta onda?

Vimos nas ultimas aulas, que a posicao de uma particula néao
é definida com preciséo.

Num dado momento t, ela se encontra com certa
probabilidade no lugar xi1, com certa probabilidade no lugar x-,
etc.

A probabilidade de estadia da particula no momento t depende
da posicao.

Ela é descrita por uma funcao, que depende do tempo e da
posicao, a funcao de onda W(x, t) (letra grega psi maiuscula).

Frequentemente estamos apenas interessados na parte
espacial, e usamos a funcao de onda independente do tempo
W(x) (letra grega psi minuscula).



A Funcao de Onda

A funcao de onda é complexa, quer dizer os valores dela
tém uma parte real e uma parte imaginaria.

A probabilidade de encontrar a particula (no tempo f) entre
as posicoes x e x+dx, P(x, t)dx ou P(x)dx, é dada pelo
guadrado do modulo da funcao de onda:

P(x, H)dx = |¥(x, O)|2dx = ¥*(x, HP(x, H)dx ou
P()dx = [p)|Pdx = Y*x)Px)dx

onde W*(x, t) € a complexamente conjugada de W(x, t),
e Y(x)* € a complexamente conjugada de Y(x).



A Funcao de Onda

Para calcular a probilidade de encontrar a particula entre
as posicoes a e b, temos gue integrar P(x(, t)) de a a b:

Pa_n(t) = [PP(x, t)dx = [°|W(x, t)[2dx = [L¥*(x, ©)¥(x, t)dx
Pa_p = [?P(X)dX = [°[@(x)|?dX = ["<(x)p(x)dx

Integrada sobre o espaco inteiro, a probabilidade de
estadia da particula tem que ser 1 (a particula tem que

estar em algum lugar):
Condicao de normalizacao da funcao de onda:

J"P(x, H)dx = ["|¥(X, D]?dX = [F*(x, HP(x, t)dx =1
J=""PX)dx = ["|P)[*dXx = [ Prx)P(x)dx = 1




A Funcao de Onda

Exemplo de uma funcéao de onda e a distribuicao de probabilade correspondente

A y(x, t) (parte real) POO=W(x, B
W Ir! most probable position
1
=>
- X
A _ >

Neste caso, 0s maximos e minimos da parte real da funcéo de onda
coincidem com os pontos zero da parte imaginaria, e vice-versa.
Como a distribuicéo de probabilidade € a soma dos quadrados das
partes real e imaginaria, 0sS minimos e maximos nao aparecem na
distribuicao de probabilidade.

Todos os fendOmenos quanticos que ja conhecemos, a quantizacao da
energia, a dualidade onda-particula, o principio de incerteza, etc.,
podem ser deduzidos a partir das propriedades das funcoes de onda.



A Funcao de Onda

Por que nao se define simplesmente P(x, t) como
“funcao de onda”?

- Justamente, por que P as vezes esconde a natureza
ondulatoria, mas ela é real e pode ser observada em
situacoes de interferéncia/difracao/ressonancia,

por exemplo no experimento de Davisson e Germer.

Exemplo: A interferéncia de duas ondas € descrita por:
P(x, t) = |¥1(x, 1) + Wi(x, 1|3,

e nao por

P(x, t) = Pi(x, t) + Pa(x, t) = |P1(X, D% + |Wa(X, D)]?



A Funcao de Onda

Por gue nao se define simplesmente P(x, t) como
“funcao de onda”?

- A equacao para encontrar a funcao de onda em casos
concretos, a equacao de Schrodinger (=> aula que vem)
serve para achar ¥(x, t) ou y(x).

Nao existe nenhuma equacao para achar P(x(, 1))
diretamente.



A Funcao de Onda

Em muitos casos, especialmente quando estamos
Interessados na funcao de onda independente do tempo
W(x), conseguimos nos livrar da parte imaginaria.
Frequentemente, ela entra apenas como “fator de fase”
e’ gue nao interessa na hora de calcular P(x, t), ja que

e x> = e |[p(x)? = 1-[pX)|? = [YpXx)I?



Fisica Quantica ‘ l ’

FI M PARA HOJ E Universidade Federal do ABC

http://professor.ufabc.edu.br/~pieter.westera/MQ.html
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