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Mecanica Quantica
A Equacao de
Schrodinger
Independente do Tempo



Equacao da Onda de Schrodinger

A equacéao de onda que governa o movimento de elétrons
e outras particulas com massa de repouso diferente de
zero, que € analoga a equacéao de onda classica, foi
proposta por Schroédinger no final de 1925 e hoje é
conhecida como equacao de Schrodinger. Como a
equacao de onda classica, a equacao de Schroédinger
relaciona as derivadas da funcao de onda em relacao ao
tempo e em relacédo ao espaco. O raciocinio seguido por
Schrédinger para chegar a equacao que recebeu o seu
nome fol algo tortuoso, de qualquer forma, a equacao de
Schrodinger nao pode ser demonstrada, assim como nao
é possivel demonstrar as leis de Newton. A validade de
equacao de Schrddinger, como a de qualquer equacao
fundamental, esta na concordancia com os resultados
experimentais.



A Equacao de Schrddinger
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A funcéo de onda ndo passa de um artificio mateméatico; o que tem significado real € o
produto W*W¥ = |¥|?, que representa uma distribuicao de probabilidade P(x, t) ou, como
também é frequentemente chamado, uma densidade de probabilidade. Para manter a
analogia com as ondas e fungdes de onda classicas, W(x, t) & as vezes chamada de
amplitude de densidade de probabilidade ou simplesmente amplitude de probabilidade.
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Separacdo das Funces do Tempo e do Espaco de (x, f)

Schrodinger aplicou primeiro sua equacdo de onda a problemas simples como o do atomo de hidrogénio (no modelo de Bohr) ¢
0 do oscilador harmonico (no modelo de Planck), mostrando que a quantizado da energia nesses sistemas pode ser explicada
naturalmente em termos de ondas estacionarias. Essas ondas também sdo chamadas de aufofungdes. Nos problemas em que a
energla potencial ndo varia com o tempo, as fungdes do tempo ¢ do espago na equagdo de onda podem ser separadas, o que
permite escrever a equagdo de Schrodinger em uma forma muito mais simples. Para 1sso, supomos que a funcdo y(x, f) ¢ 0
produto de uma fungdo apenas de x por uma fungo apenas de £ Situagges fisicas onde o potencial 1o varia com o tempo:

Movimento MHS, com uma constante de forga fixa, onde um
péndulo, onde as grandezas envolvidas ndo variam no decorrer

\y — do tempo.
(I. ’) . lb(x (b {) 6-10 O atomo de hidrogénio, que tem um potencial Colombiano,

que a energia eletrostatica ndo varia com o tempo.

Vamos mostrar em seguida que a funcdo '¥(x, ) pode ser escrita na forma da Equagdo 6-10 nos casos em que fungdo potencial
ndo varia com o fempo, ou seja, pode ser escnta na forma Ix).

Substituindo ¥(x, ), dada pela Equagdo 6-10, na equagdo de Schrodinger, obtemos:
- Ay (x) 0 (1) i(x)o(r)

e V) =

Equacao Parcial Diferencial de Duas Variaveis

6-11



0 que nos da

b d
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onde as derivadas agora sdo ordinrias ¢ ndo parciais. Dividindo a Equagdo 6-12 por y(x)(f), temos:

-# 1 dY(x) 1 d(n)
wvw o e o8

Observe que o lado esquerdo da Equagio 6-13 ¢ funcdo apenas de x ¢ o lado direito ¢ fungdo apenas de . Isso significa que
variagdes de ¢ ndo podem afetar o valor do lado esquerdo da Equagio 6-13 ¢ variagdes de x ndo podem afetar o valor do lado
direito. Assim, os dois lados da equagdo devem ser iguais a mesma constante C, conhecida como constante de separagdo, ¢
vemos que a hipotese da Equacdo 6-10 ¢ valida: as variaveis podem ser separadas. Com isso, substituimos uma equacdo
diferencial parcial com duas variaveis independentes, a Equagdo 6-6, por duas equagdes diferenciais ordinarias com apenas uma
variavel independente cada uma:

2m

-t 1 dU(x)
+ V(ix)=C 6-14
2m (x) ()
ih ! d¢(r)=c 6-15

&(r) dt



Vamos resolver primeiro a Equacdo 6-13. Existem dois motivos para isso: (1) a Equagdo 6-15 ndo envolve o potencial F{x); em
consequéncia, a parte dependente do tempo (f) de fodas as solugdes P(x, f) da equagdo de Schrodinger tem a mesma forma
quando o potencial ndo varia com o tempo, de modo que so precisamos fazer o calculo uma vez; (2) a constante de separagdo C
tem um significado especial que queremos discutir antes de resolver a Equacdo 6-14. A Equagdo 6-15 pode ser escrita na forma

) ¢ ic
— = al= == 6-16
o) h
A solugio geral da Equacdo 6-16 ¢
b(r) = et 6170

que também pode ser escrita na forma

s Ct Ct
o) = ¢ = cos(;) - isen(;) =

Cr ) C't
= CO8 211-? — isen 211'? 6-17b



Assim, 9(f), que descreve a variagdo com o tempo de ', ), ¢ uma funcdo oscilatoria de frequéncia f= C/h. Entretanto, de
acordo com a relagdo de de Broglie (Equaglo 3-1),  frequéncia da onda representada por ', f) ¢ f= Elh; assim, a constante de
separagdo (' deve ser igual a £, a energia total da particula, e, portanto,

f(f) = ¢ 21 o

para fodas as solucdes da Equacdo 6-6 que envolvem potencais independentes do tempo. Fazendo € = £ na Equagdo 6-14 ¢
multiplicando ambos os mermbros por (1), obtemmos:

.
E$+ Vix)o(x) = Ed(x) o8

A Equaco 6-18 ¢ conhectda como equagdo de Schrdinger independente do tempo.



A equagio de Schrodinger independente do tenmpo em uma dimensio ¢ uma equacdo diferencial ordinaria com apenas uma
variavel mdependente e, portanto, ¢ mutto mais facil de hidar que a forma geral da equagho de Schrddmger (Equacdo 6-6). A
condicdo de normalizagdo da Equacio 6-9 pode ser expressa em termos de (x), 2 que & Vartaglo com o tempo desaparece
quando caloulamos o quadado do valor absoluto da fungdio de onda

(Vs = ¥ = ()
o

¢, portanto, a Equagdo 6-9 ¢ reduz a

/ xtll“(x]\ll(x]dx = | 630

|



Condigoes que uma Fungao de Onda Deve Satisfazer

A forma da funcdo de onda w(x) que satisfaz a Equacdo 6-18 depende da forma da fungdo energia potencial /{x). Nas proximas
secdes, vamos discutir alguns problemas simples, mas importantes, nos quais V(x) ¢ especificada. Os potenciais usados nesses
exemplos serdo aproximagdes de potenciais encontrados na natureza, simplificados para facilitar os calculos matematicos. Em
alguns casos, a derivada da energia potencial pode ser descontinua, 1sto €, F(x) pode ter uma forma em uma regido do espago ¢
outra forma em uma regido vizinha. [Esta ¢ uma aproximacdo vélida de situacdes reais nas quais /(x) varia rapidamente em
uma pequena regido do espago, como a superficie de um metal] O método usado nesses casos consiste em resolver
separadamente a equacdo de Schrodinger para cada regido e exigir que as solucdes sejam iguais nos pontos de transicdo.

Como a probabilidade de encontrar uma particula ndo pode variar descontinuamente de um ponto para o ponto vizinho, a
fungio de onda y(x) deve ser continua.” Como a equagdo de Schrodinger envolve a derivada segunda d™y/dy™ = y"(x), a
derivada primeira, dy/dx = v'(x) [que ¢ a inclinagdo de w(x)], também deve ser continua. Assim, o grafico de y(x) em funcdo de
x ndo deve apresentar variagdes bruscas. [Nos casos especiais em que a energia potencial € infinita em uma certa regido do

espaco, esta restrigdo ndo existe. Como nenhuma particula pode ter energia potencial infinita, y(x) deve ser nula nas regides
onde /(x) ¢ infinita. Isso significa que, na fronteira de uma regido na qual a energia potencial ¢ infinita, y'(x) deve ser
descontinua para que y(x) se anule bruscamente. |

Se y(x) ou dy/dx nao fosse finita ou univoca, 0 mesmo aconteceria com ‘P(x, f) ou d¥/dx. Como veremos daqui a pouco, as
previsoes da mecanica ondulatoria com relagao aos resultados de medicdes envolvem essas duas grandezas e, portanto, fungdes
de onda com essas propriedades ndo seriam aceitaveis, ja que grandezas mensuraveis, como momento angular e posicao, jamais
sdo infinitas ou plurivocas. Uma restrigdo final quanto a forma da funcio de onda y(x) ¢ que y(x) deve tender a zero quando x
— o0 com rapidez suficiente para que a normalizagdo seja preservada. Vamos resumir, para futuras consultas, as condigdes que
uma fungdo de onda y(x) deve satisfazer:



1.  wy(x) deve existir, ser continua e satisfazer a equacdo de Schrodinger.

2.  dy/dx deve existir e ser continua.

3. wy(x) e dy/dx devem ser finitas.

4. w(x) e dy/dx devem ser univocas.

5. w deve tender a zero com suficiente rapidez, quando x — =00, para que a integral de normalizagao, Equagdo 6-20, convirja.

EXEMPLO Uma Solugdo da Equacgdo de Schroédinger Mostre que, para uma particula livre, de massa m, que se move
em uma dimensdo, a funcdo w(x) = 4 sen kx + B cos kx ¢ uma solucdo da equacdo de Schridinger independente do tempo para
qualquer valor das constantes 4 e B.

SOLUCAO
Para uma particula livre, F(x) = 0 e, portanto, a energia total é igual a energia cinética; assim, p = ik = (2mE)"2. Derivando w(x),
obtemos:

db
— = kAcoskx — kBsenkx
dx

Derivando novamente, temos:

s i 5
5 = —Kk“Asenkx — k“Bcoskx
dx
= —k“(Asenkx + Bcoskx) = —k*W(x)
Substituindo na Equacgéo 6-18,
—p

> [{(—k*)(Asenkx + Bcoskx)| = E(Asenkx + Bcoskx)

A k>
2m

P(x) = Eb(x)



Como /2 k2 = 2mE, temos:

Ey(x) = E(x)

e, portanto, a fun¢ido dada é uma solucao da Equacao 6-18.

—#2 dA(x)
2m  dx*

+ V(x)l(x) = Edi(x) 6-18



6-3. Em uma regido do espaco. uma particula possui uma fun¢do de onda dada por w(x) = 467" ¢ uma energia dada por
R*2mL?, em que L é um comprimento. (¢) Determine a energia potencial em fun¢io de x e faga um grafico de 7 em funcgio de x.

(b) Que tipo de potencial classico tem essa forma?
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