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A Equacao de Schrodinger

Lembrete da dltima aula:
A Equacao de Schrodinger
-h2/2m - 02¥(x, t)/ox? + V(x, t)-W(x, t) = ih - 0¥(x, t)/ot

(Esta versao nao usaremos muito)

-

Usaremos mais esta: Erwin Schrodinger

A Equacao de Schrodinger independente do tempo

-h?2m - d*@(x)ldx? + V(X)-W(x) = E-p(x)

Ou simplesmente

H, W) = E-y(x)

(As vezes escrita de maneira mais simples ainda como Hy = EY)

Vale para situacoes com potenciais independentes do tempo.
Neste caso, a funcao de onda completa é @(t)-@(x) = e y(x)



Condicoes, que uma funcao de onda
tem gue satisfazer

- P(x) tem que satisfazer a Equacao de Schrodinger

- Y(x) e dy(x)/dx tém que ser continuas
(excecao: pode ter guinas em posicoes de transicao
para regides com potenciais infinitos)

- YP(x) e dy(x)/dx tem que ser finitas
- Y(x) e dy(x)/dx tém que ser univocas

- condicao de normalizacao: [-"P(X)dx = ["WX)*W(x)dx = 1



“Recelta de Bolo”

Dado V(x) => Procurar combinacoes ((x), E (resolveraE. d. S.)

Para E > V(-00) e/ou E > V(+):
estado “livre”,

[ ., N\ A A AN\ N N e

E O U = === espectro continuo de energias

k

Para E < V(-o) e E < V(+00),
“poco de potencial:

estado ligado,

niveis de energia quantizados

Para E < Vmin N0 ha solucéo



A Particula Livre (Potencial Nulo)

V(X)

>
X

Caso classico:

E > 0: Uma particula se movimentando com velocidade constante
pra direita ou esquerda (v = +V2E/m)

E < 0: Nao existe



A Particula Livre

Caso quantico
AVouE

NANVA iV ANYANN
IRVARVARVARVA

V(X)

Equacao de Schrodinger dependente do tempo p. E > O:
-h2/2m - 02¥(x, t)/ox? = ih - OW(X, t)/ot

solucao: W(x, t) = C-e'®x-@) 13 que

02W(x, t)/ox2 = C-j2k2-e'#x-w) = -k2 . Y(x, 1), e
oW (x, t)/ot = C-(-iw)-e - = -jey - Y(X, t)
=> E.d.S.: i?k32m - Y(x, t) = hw - Y(X, 1)



A Particula Livre

Caso quantico
AVouE

NANVA iV ANYANN
IRVARVARVARVA

V(X)

>
X

Equacao de Schrodinger dependente do tempo p. E > O:
-h2/2m - 02¥(x, t)/ox? = ih - dWY(X, t)/ot

solucao: W(x) = C-e'#kx-w) = g-wt. C.e ¥ = (f)-(J(x), onde
o(t) = et = e-Eh => F = R,
Y(x) = C-e*™ E = Ex = h?2k?/2m <=> k = V2mE/h = p/h



A Particula Livre

Caso quantico
AVouE

NANVA iV ANYANN
\VARVARVIRVA

V(X)

<y

W(x) = C-eitkx-w

A solucao com +k corresponde a uma onda propagando-se pra direita,
jaque W(x) = C-e'x-w) = C.ekx-v) ‘com v = w/k, € da forma g(x - vt)

e analdégicamente, a com -k, a uma onda propagando-se pra esguerda.
Ill Estas duas solu¢cdes nao sao normalizaveis (sao ondas puras).

Para descrever uma particula livre realista, € necessario combinar varias
destas ondas, formando um pacote de ondas como visto duas aulas atras.



A Particula Livre

Caso quantico
AVouE

NANVA iV ANYANN
IRVARVARVARVA

V(X)

>
X

Ja que V(x) = 0 nao depende do tempo, também
deve ser possivel resolver o problema da particula livre usando a
Equacao de Schrodinger independente do tempo:

-h2/2m - 32W(x)/Ax2 = E - W(x)

Y(x) = A-sen kx + B-cos kx
=> 32((x)/0x2 = A-(-k?)-sen kx + B-(-k?)-cos kx = -k?- (J(x)
=> E.d.S.: hzk2m - Y(x) = E - Y(X)



A Particula Livre

Caso quantico
AVouE

NANVA iV ANYANN
IRVARVARVARVA

V(X)

>
X

Ja que V(x) = 0 nao depende do tempo, também
deve ser possivel resolver o problema da particula livre usando a
Equacao de Schrodinger independente do tempo:

-h2/2m - 02Y(x)/0x? = E - (X)
Y(x) = A-sen kx + B-cos kx, onde E = Ex = h?k?/2m <=> k = +V2mE/h

E < 0: sem solucao



Caso quantico

Ex.

Ex.

E

ki

AVouE

A Particula Livre

(,Uk3(X)

S
Y, (X)

e

|
Ve

X

E frequente na fisica quantica colocar tudo no mesmo desenho:
- 0 potencial V(x),

- as energias das funcoes de onda, como linhas horizontais,

- e as (partes reais das) funcoes de onda, usando as linhas que
representam as suas energias como eixos Xx.

As escalas verticais das funcdes de onda sao normalmente
arbitrarias (afinal a unidade da funcéo de onda nao é a mesma

gue a do potencial/energia).



A Particula Livre

Caso quantico
AVouE

NANVA iV ANYANN
\VARVARVIRVA

V(X)

>
X

Mas o que as solucoes encontradas usando a Equacao de
Schrédinger dependente do tempo, C-e**, e estas ultimas,
A-sen kx + B-cos kx, tém a ver uma com a outra?

As ultimas sao combinacdes lineares das solugbes C-e**, j4 que:
CcOSs kX — 1/2_(e +ikx + e-ikX) e sen kX — 'i/2'(e +ikx _ e-ikX)

e vice-versa: et = cos kx + I-sen kx e e = cos kx + -i-sen kx



A Particula Livre

Caso quantico
AVouE

SN SN SN
\VARVERVERVS

ventre

V(X)

>
X

=> A-sen kx e B-cos kx correspondem a combinacoes de ondas
propagando-se pra direita, e ondas propagando-se pra esquerda,
ou Seja, a ondas estacionarias.

Nao esquecam, que a funcdo de onda completa ainda contém a
parte dependente do tempo, ¢(t) = e ™t = g E,



"“Receilta de Bolo”

Dado V(x) => Procurar combinacoes ((x), E (resolver aE. d. S.)

V) Para E > V/(-») e/ou E > V/(+0o0):
estado “livre”,

[ ., N\ A A AN\ N N e

E /O YT === espectro continuo de energias

k

Para E < V(-») e E < V(+),
“poco de potencial:

estado ligado,

niveis de energia quantizados

Para E < Vmin N0 ha solucéo
Em regibes, onde:
- E > V(x) (classicamente “permitido”)

=> sinal de ¢"/y = 2m(V-E)/h? negativo:

W(x) oscilatorio, cos/sen kx, ou e**, onde k = V2m(E-V)/h (A = 211/K)




Reflexao e Transmissao de Ondas
(Potencial Degrau)

Um problema interessante é, ver como particulas em estado livre
(elas podem “escapar” para o “infinito”; E > V(x) para x -> o e/ou -o)
se comportam diante de um “obstaculo”.

A particula livre é deste tipo, com “obstaculo zero”.

=> A energia nao é quantizada e a funcao de onda nao cai
exponencial- ou outramente e portanto, nao € normalizavel.

Da para torna-la normalizavel fazendo um pacote de ondas (caso
realista para particulas individuais), mas aqui faremos outra coisa:

Interpretamos a funcao de onda como representacao de um feixe de
particulas, e normalizamos pela densidade de particulas p := |@(x)|2.
Se tem N particulas entre as posicoes a e b, p = N/(b-a):

N = ["dN = [ pdx = [" [W(x)|? dx



Reflexao e Transmissao de Ondas

Degrau de Potencial
Potencial da forma: | V(x) 1

V(X)=0 para x<0 (regiao l)
Vo para x >0 (regiao lIl) Vo

Aproximacéao razoavel pro potencial
gue “sente” uma particula caregada

num sistema de dois eletrodos
ligeiramente separados e mantidos —g ————— “a} ———— ()— ’
a voltagens diferentes,
se a distancia naquela o potencial “pula” a3 I
de um valor pro outro € menor que i
o0 comprimento de onda de de Broglie l

da particula.




Reflexao e Transmissao de Ondas

Degrau de Potencial

Potencial da forma: | V(x) 1 !
E >V,
V(x) =0 para x <0 (regido I) @ g
Vo para x>0 (regiao Il) E < Vo Vo
< "
Caso Classico g o
0 X

Particula(s) vindo de x < 0 com energia E,
respectivamente, velocidade v = V2E/m

E < V,: Refletida(s) em x = 0, sem chance de se encontrarem x >0
=> reflexao total

E > V,: Passa o degrau e continua em x > 0 com v = V2(E-V,)/m
=> transmissao



Reflexao e Transmissao de Ondas

Caso Quantico

-E< Vo:
x < 0 (particula livre):
wl(x) — Aeiklx + Be-iklx’

feixe incidindo feixe refletido

onde k1 = V2mE/h, |Al2=p

Energy 4

V(x) =0

V(x) = V,

w(x) 4

x !

0

ANVA
\/




Reflexao e Transmissao de Ondas

Caso Quantico
-E<V,.

x > 0 (particula em regiao
"proibida”):

—_— -ax ox Sseria uma onda que
WH(X) - De + b& y cresce infinitamente

onde a = vV2m(Vo-E)/h
=> yll(f? = Dree

Energy i

V(x) = Vy

x !




Reflexao e Transmissao de Ondas

x !

Caso Quantico Energy A
| [

-E< Vo V(x) = Vo
wI(X) — Aeile + Be-ile, V( )_ "
onde ki = V2mE/h, |A]2 = p ki3 -
Wu(x) = De™,
onde a = vV2m(Vo-E)/h

w(x) 4§

Ja que Yi(x =0) = Yu(x=0) | I
=>D=A+B

e dyn(x = 0)/dx = d(x = O)/dx/\ /\x
=>ja/k,-D=A-B f

=> A = D/2-(1+ialk),
=> B = D/2-(1-id/k1) =A

0

|A| = |B| significa que a onda é totalmente refletida no degrau.
=> A sobreposicao da onda incidente com a refletida € uma onda

estacionaria.



Reflexao e Transmissao de Ondas

Caso Quantico
-E< Vo:

Energy i

Na regiao classicamente
probida, a funcao de onda

V(x) = Vy

consegue penetrar um pouco,
a distancia de penetracao

sendo Ax = 1/a = hAN2m(Vo-E)

x !

"penetracao na regiao
proibida” esta dentro da
Incerteza intrinseca na
posicao da particula limitada
pelo principio de incerteza de Heissenberg.

=> Ap = h/Ax = V2m(Vo-E) | |
e AE = (Ap)?/2m = V,-E,
fazendo como gue esta




Reflexao e Transmissao de Ondas

Caso Quantico Energy A
-E< Vo:

Resumindo, ocorre reflexao total do =
feixe, igual ao caso classico, s
resultando em uma onda

estacionaria em x < 0,

mas ao contrario do caso

classico, a onda de particulas

penetra um pouco ha regiao | [
”prOibidan. k

V(x) = V,

x !

w(x) 4

Parecido com a reflexao total’ Q| Evanescent Wave Expononta itansity Decay
de ondas eletromagneticas (luz) ez S 4
na superficie entre dois meios com R &1,
indices refratorios diferentes (=> otica). ‘

Neste caso, a onda que penetra um pouco no . bt
meio “proibido” € chamada onda evanescente. <= e



Reflexao e Transmissao de Ondas

Caso Quantico
-E< Vo:

Se queremos, em lugar de um
feixe de particulas com momento
ou comprimento de onda bem
definido, olhar pro fendbmeno
para uma particula individual,
representada por um pacote de
ondas localizado no espaco,
mas com uma incerteza no
momento (ou c. d. 0.),

a evolucao no tempo da funcao
de onda poderia se parecer com
0 “quadrinho” ao lado.

t

=0

il

=

Tt
12AfF

=

A

t=14n1




Reflexao e Transmissao de Ondas

Caso Quantico
-E > Vo:

X < O ‘-,UI(X) — Aeile + Be'iklx’
onde k; = V2mE/h, |A|2 =p

I Energy A

V(x)=0

x > 0: Pu(x) = Ce* + -
onde k, = V2mM(E-Vo)/fireddreia

Ja que Y (x=0) = Yu(x=0)
=>A+B=C

e dyn(x=0)/dx = dyn(x=0)/dx

w(x}

/\F\

=> k]_A - k]_B — kZC
=> B = (ki-kz)/(kitk?) - A,
C = 2ki/(kitks) - A

VAR




Reflexao e Transmissao de Ondas

Caso Quantico | Energy |

-E>Vo:

Ao contrario do caso classico,
parte do feixe é refletido. V(x)=0

V(x) = V,

coeficiente de reflexao:
R = [BIZ/|A[]? = [(ki-k2)/(Kkitk2)]?

coeficiente de transmissao:
T Sk2|Cl%ka|A|? = Akika/(Kitkz)?

I
Ataxa de particulas dN/dt que passa por /\
um trechinho dx é proporcional néo

w(ﬂ?

x |

>

apenas a amplitude da funcéo de

onda, mas também a velocidade com

aquela elas passam pelo trechinho,

ja que dN/dt = P(x)dx/dt = |p(x)|2dx/dt = |W(x)[?-v
e v e proporcional a p que é proporcional a k.

Exercicio simples: mostre, que R + T =1

AN




Reflexao e Transmissao de Ondas

Caso Quantico | Energy |

-E>Vo:

R = [(ki-k2)/(kitk2)]?,
T = 4k1k2/(k1+k2)2 EE{} =0

V(x) = Vo

E interessante ver que,

nas expressoes paraRe T,
Os papeis de k; e k, podem
ser trocados sem mudar

w(ﬂ?

|
os valores. /’\ \ ///\
=> Tanto particulas vindo

x |

do potencial baixo pro \/ \/ 0
alto, quanto as indo no

sentido oposto, podem ser refletidas

%4

(e com os mesmos coeficientes de transmissao e reflexao).

=> reciprocidade

-
X



Reflexao e Transmissao de Ondas

Caso Quantico
-E > Vo:

Substituindo ki = V2mE/h e k. = V2m(E-V,)/h,
e cortando duas vezes por v2mE/h,
podemos escrever os coeficentes em termos de Vo/E:

R = [(ki-k2)/(ki+k2)]? = [(1-V1-V/E)/(1+V1-V/E)]?
T = 4kiko/(kitkz2)?2 = 4V1-Vo/E / (1+V1-Vo/E)2 =1 - R.

Pode parecer bizarro que R e T dependem apenas da razao entre
energia das particulas e potencial do degrau, ja que desta maneira,
reflexdo consideravel deve ser possivel até para energias
macroscopicas, mas neste caso, um “pulo” abrupto o suficiente néo
é mais realista (n&do € mais um potencial tipo degrau), ja que o
comprimento de onda de de Broglie da particula € muito mais curto
gue no caso microscopico.




Reflexao e Transmissao de Ondas

Caso Quantico

Resumo: 1.0
T=0para E<V, 'y | r
|

T = WWI-Vo/E / (A+VI-V/E)2e *°[ i

para E >V, 0.4 |

R=1-T

para E >> V,, Ttende a1l e
=> principio de 0. 1 : : - L

correspondéncia T E/Vy
No caso de uma particula individual, E=V,

R e T sao as probabilidades de a

particula ser refletida ou passar,
respectivamente.

Este fenOmeno é analogo a reflexao

e transmissao de luz na otica.

incidente refletido

material 1

material 2

refratado



"“Receilta de Bolo”

Dado V(x) => Procurar combinacoes ((x), E (resolver aE. d. S.)
V) Para E > V(-00) e/ou E > V(+):

estado “livre”,
A === espectro continuo de energias

Para E < V(-») e E < V(+),
“poco de potencial:

estado ligado,

niveis de energia quantizados

k

Para E < Vmin N0 ha solucéo

X

Em regibes, onde:
- E > V(x) (classicamente “permitido”)

=> sinal de ¢"/y = 2m(V-E)/h? negativo:

W(x) oscilatorio, cos/sen kx, ou e**, onde k = V2m(E-V)/h (A = 21/k)
- E < V(x) (classicamente “proibido”) => sinal de ¢"/iy positivo:

W(x) exponencial, e, onde a = v2m(V-E)/h
- V(x) = o0: g(x) =0




Fisica Quantica ‘ l ’
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