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Barreira de Potencial

Barreira de Potencial:

VX)d E>\V,
V(X) =0 paraO<x<a (regiao ll) Q >
Vo para x < 0 (regido I) Vom E<v. T
ou x > a (regi&o Il s
Caso Classico ; | 0O 11 a

- E < Vo: Barreira “impassavel”, a particula é refletida em x =0
de volta para de onde ela veio

- E > V. Todas as particulas passam a barreira
(perdendo velocidade chegando na barreira,
e recuperando a velocidade inicial saindo do outro lado)



Barreira de Potencial

Caso Quantico (E < Vo)

x < 0 (particula livre):
wI(X) — Aeile + Be-ile, v _ _ _

feixe incidindo feixe refletido

onde ki = V2mE/h, |A]2=p
0

0 < x < a (classicamente “proibido”): | 0O 1 a
Wu(x) = Ce ™ + De™, onde a = V2m(Ve-E)/h
X >a: P, (x) = Fek + Ge*~,

transmitida

B, C, D e F podem ser determinados usando as condicoes
Wi(x=0) = Yu(x=0), dyn(x=0)/dx = dy(x=0)/dx, Yu(x=a) = Yu(x=a)
e dQU||(X:a)/dX = dl.,Um(X:a)/dX

Acha-se, que F # 0 => Parte das particulas passa pela barreira
“impassavel”, fendbmeno chamado Efeito Tunel ou Tunelamento.




Barreira de Potencial

Caso Quantico (E < Vo)

Um pouco de algebra leva ao
coefficiente de transmissao:

VIE

T — ‘Ii:i — -1 + ESinhEaaE | A B
4‘;(] -— "?)
- 0 L 0 a "
- . I: ¢ oscilatorio com lII: ¢ oscilatério com

para aa >> 1 isto tende a: amplitude A amplitude F

E E II: decaimento
T =16—(1—~ — |e"%a exponencial

0 Vﬂ reflected

i Md'

Parecido com a reflexao total frustrada %
na otica. el transmitted

glass prisms

(o caso E > V, também é interessante, mas nao tratamos aqui)



Aplicacoes do Efeito Tunel

O Microscopio de Tunelamento

Uma agulha escanea a superficie a ser examinado, /ﬁ%
movimentado por elementos piezoelétricos. _T’.-;r

Entre agulha e amostra é aplicada uma Eil
diferenca de potencial, classicamente w;!ﬂ

. , , Y
Impassavel pelos elétrons da agulha. *HE
Mas alguns passam pelo efeito tinel e B 2
constituem uma corrente que é medida. >

Ja que a probabilidade de um elétron pular A A)
da agulha pra amostra € proporcional a | > o

e~2% (depende fortemente de a),
a corrente tambéem é.

=> medida muito precisa de a

=> resolucao espacial do tamanho Leoe®
de um atomo! sample surface



Aplicacoes do Efeito Tunel

Decaimento alpha (Ffamos, Condon e Gurney, 1928)

Particulas o, 2 p™+ 2 n v
(vide experimento de Rutherford)

sao sub-entidades especialmente
estaveis de nucleos atomicos. 5| S I .. SO
No decaimento a, 0s nucleos emitem j

estas particulas, assim ficando com R n

2 protons e 2 néutrons a menos.

Vine r =1 (Lei de Coulomb)

Y

Normalmente, as particulas a ficam
presas no poco de potencial gerado
pela forca nuclear forte, que tem um
alcance da ordem de 1 fm = 10> m, que pode ser considerado o
raio do nucleo, R, viajando ida e volta pelo nucleo.

Mas as vezes uma particula a “tunela” até r,, a partir de onde a
repulséo de Coulomb devida ao resto do nucleo consegue ejeta-la.




Aplicacoes do Efeito Tunel

Decaimento alpha (Ffamos, Condon e Gurney, 1928)

Vine r =1 (Lei de Coulomb)

Supondo, que a energia da
particula a é E:

=> velocidade dentro do nucleo: 1'

v =V(E-V©)/2m
=> taxa de choques com a parede:
N = v/R = V(E-Vo)2m - /R

Em cada choque, a probabilidade de
tunelar para fora corresponde ao coeficiente de transmissao:

T= eXp[-Z\/Zm(Vmax-E)-a/h],
onde Vnax-E € a “altura” -, e a = ;. - R, a “largura” da barreira.

Y



Aplicacoes do Efeito Tunel

Decaimento alpha (Ffamos, Condon e Gurney, 1928)

=> taxa de decaimento, que é o0 Ve
iInverso da vida média do nucleo
para o decaimento q, T.

1/t = NT =V(E-Vo)2m - /R

Vine r =1 (Lei de Coulomb)

e e el e — —
—_— — — — —— —— -

- eXp[-2\/2m(Vmax-E)'a/h], R r
0 que depende fortemente de E,
ja que com energia alta:

[EY

- v, e entao, a taxa de chogques com v
a parede é alta,

- a altura da barreira é pequena,
- a largura da barreira € pequena,

tal que a vida média varia entre 1 ys e 10 anos.

Y



Aplicacoes do Efeito Tunel

Fusao Nuclear (i.e. no interior do Sol)

Vi

O mesmo potencial aparece na Voo
fusao nuclear, s6 que, neste caso,

0s nucleos que fazem a fusao vao

ao encontro, sendo jogados um Eb—— e -
contra o outro com energia cinética 1'

Vine r =1 (Lei de Coulomb)

gue depende da temperatura R 3
E = 3/2 - keT (=> Termodinamica).

Para que, classicamente, a fusao
pOSSa acontecer esta energia tem
gue superar a repulsao de Coulomb
até onde a forca forte toma conta:

3/2 - kBT > 212262/47'[50/:\),
onde Z; e Z> sao 0s numeros atdbmicos dos nucleos fusionando.

5 V{)

‘T1r



Aplicacoes do Efeito Tunel

Fusao Nuclear (i.e. no interior do Sol)

Para o principal processo de fusao
nuclear que acontece no interior do
Sol, a fusao de 4 nucleos de
hidrogénio para 1 ndcleo de hélio,
Processo que gera a energia que
faz o Sol irradiar, a temperatura

Nno seu interior teria que ser ~10%° K,
bem mais que ela ¢, ~1.6-107 K.

A fusdo acontece por gue, as vezes,
0s nucleos passam a barreira de
Coulomb com energia cinética bem
mais baixa que Z:Z.e%/4meoR,
gracas ao efeito tunel.

=> Devemos a energia solar ao efeito tunel!



O Poco Quadrado Infinito

V(X) =0 para 0 <x <L (regiao Il), Vix)
oo parax <0oux>L (regices | e lll). T

E razoavelmente bem realizado no caso
de um elétron preso entre grades
carregadas negativamente,
elétrons presos num metal,
e outros casos.
regiao | regiao Il

Caso classico 0

r. 1l
_>

L x

- E > 0: Particula movimentando-se ida e volta

entre x = 0 e x = L com velocidade constante,

v = +V2E/m, sendo refletida nas paredes do poco.

A probabilidade de encontrar a particula numa dada posicao é igual em
todas as posicdes dentro do poco, ja que, durante uma ida e volta, ela
passa por todos os lugares duas vezes e com a mesma velocidade.

- E < 0: Impossivel



O Poco Quadrado Infinito

V(X) =0 para 0 <x <L (regiao Il), Vix)
oo parax <0oux>L (regices | e lll). T

Caso quantico

- E < 0: Sem solucao

-E>0:

-x<0ex>L:y(x)=0, gu(x)=0

- 0 < x < L: "particula livre”, regidgol | regidgoll  rlll
Wu(x) = A-sen kx + B-cos KX, 0 L x

onde k = +V2mE/h

As solucdes devem ser ondas estacionarias no interior do poco.
Faz sentido, encarando elas como ondas sendo espelhadas ida e
volta pelas paredes e assim se sobrepondo consigo mesmas.



O Poco Quadrado Infinito

Mas () tem que ser continua: o, e VouE
() = wi0) e Yu(L) = YnlL) | yee -
/\U U/\ n=35 ;(\'\ f\\ M=
Wi(0) = () = 0 A e
=> (ﬂ||(0) A-sen k-0 + B:eos k- _~/ %ﬁzg Vi =3
Bt =2 1° estado excitado n=2
l.ﬂn(L) — "UI”(L) — | W= ljstado fundamentalO . . n :)i
=> Lp..(L) A-sen kL 0 =>kL =n-m

E = En = hzkn2/2m = n212h3/2mL2 = n?E1, onde E1 = 112h%/2mlL?2

As condicOes de contorno (a onda tem gue se “encaixar’” no poco,
ISto €, N:A2=L => A=A, =2L/n = 21t/k,)
causam a quantizacao da energia, resp., do numero de onda!



O Poco Quadrado Infinito

Lembrando que a solucao
completa W(x, t) ainda
contém a parte

o(t) = e E,

gue corresponde a uma
oscilacao com frequéncia

VoukE VouE
X P(x
/\ /\ n=3 !(\'\ f\\
VARV
ANVAN EA
Sed T R
S n=3 i
S n =2 1° estado excitado
i M= lgstado fundamental
L X 0

= =
I Il
. L

=

= e
mnn
XL ko

w = E/h = hk,%/2m = n?rt2h/2mL2 = w,

=> Solucédo completa:

Wh(X) = Yn(X)Pn(t) = An-sen knx - e ™tpara 0 < x <L,
Oparax<Ooux>L



O Poco Quadrado Infinito

VouE VouE
X P(x
/\ /\ =35 ;(\'\ f\\ n=
VARV
A AN E n =2
Sed T R
S~ n=13 gt P n=3
Resumo: Pl n =2 1° estado excitado n=2
e | B = llestadO fundamental . n=1
=> Solugao: X 0 Lo x
Wn(X) = Ap-sen kKpx, onde k, = nr/L para0<x <L
0 parax<0oux>L

E, = n?E+1, onde E; = 12h%/2mL2

Falta achar A,:
Condicao de normalizacao:

J-"Pn(X)dX = [ |Wn(X)|? dx =Wx + [otAn?-sen? knx dx +j/L°°940ﬁx
= Ap?-Jotsenz nrix/L dx = Ap2-L/2 =1

=> A, =V2/L



O Poco Quadrado Infinito

As vezes € mais pratico V ou E Vou E
colocar o ponto 0 do eixo x W(x P(x
no centro do poco. ANANYA PEF AVAVAYA P
Vo
/’\ },f’\ n=4¢4 n =4
Y
. ~ . 2 m=3 T n=3
Assim, as solucoes viram: 7| n=2 10 estado excitado n =2
e | B = llestadO fundamental . n=1
1/2 0 L2 X 1/2 0 L2 X
Wn(x) = £V2/L-sen KX, para -L/2 < x < L/2
0 para x <-L/2oux>L/2 [N par

Wn(X) = £V2/L-cos knx, para -L/2 < x < L/2 _
0 para x <-L/2 ou x> L/2 Jhimpar

Os valores de k, e E, obviamente nao mudam numa transformacao
de coordenadas: k, = nrt/L, E, = n?E1, E; = m2h%/2mL?



O Poco Quadrado Infinito

Comparacao com os Resultados Classicos

Para energias “macroscopicas”: E >> E;,

=>n = V(E/E1) >> 1,

a diferenca de energia entre niveis vizinhos é

AE = E;iq- En = (n + 1)2E1 - n2E1 = (2/7 + 1)E1 = 2nE1 = 2E1V(E/E1)
= 2V(EV/E)-E<< E

=> quantizacéo da energia imperceptivel

E o comprimento de onda
(que equivale a duas vezes a distancia entre dois picos de P(x)):
A = hc/E = 2L/n << L: também imperceptivel

A probabilidade de encontrar a particula numa dada posicao é
igual em todas as posicoes dentro do poco, ja que a amplitude da
funcao de onda € igual em todas as posicoes.

=> O Principio de Correspondéncia é satisfeito.



Regras de Selecao

Transicoes entre niveis de Energia

(sem deducao)
Uma transicao entre um estado n (¢n, E,) e um estado
m (Ym, Em) SO € possivel, se a integral

J"Wn(X)* X Ym(X)dX
chamada elemento de matriz é diferente de zero:
J2Wn(X)* X Wm(x)dx £ 0

Uma limitacdo de transicOes possiveis deste tipo se
chama regra de selecao.



Regras de Selecao

No exemplo do poco infinito
temos:

| Wn(X)* X Ym(X) dx = 0 para

- n e m ambos sendo
numeros pares, ou

- ambos sendo numeros
Impares

=
I

=3 =
i

L

o

VoukE VouE
X P(x
/\ /\ n=3 !(\'\ f\\
VARV
ANVAN EA
Sed T R
A~ n=3 an
S n =2 1° estado excitado
. = llestado fundamental -
-L/2 0 L2 X -L/2 0

L/2

XL b s

(Isto € mais facilmente mostrado colocando o ponto zero no centro

do poco)

=> S0 transicoes com An impar podem acontecer.



O Poco Quadrado Finito

E como o poco quadrado infinito, mas com paredes de altura finita:

Vi)

E>Vo | V(x) =0 para-L/2<x<L/2,
® v— Voparax<-L/2oux>L/2
E 4V, . , .
| Agora o sistema de coordenadas é escolhi-
« do tal, que x = 0 fica no meio do poco.
L2 0 L2 ’

Caso Classico

- E < V,: Particula movimentando-se ida e volta entre x =-L/2 e

X = L/2 com velocidade constante, v = +V2E/m, sendo refletida nas
paredes do poco (mesmo comportamento gue no poco infinito).

- E > V,: Particula movimentando-se até chegar no poco com
v = +V2(E-V,)/m, atravessando o po¢co com v = +V2E/m, e
continuando na mesma direcao com a velocidade inicial.




O Poco Quadrado Finito

Caso Quantico
Solucgéo (E < Vy):

W(x) = A-sen/cos kx, onde k = +V2mE /h | _
para -L/2 < x < L/2 (pela simetria)  odl
B-e®, onde a = Vv2m(V,-E) / h '
para x < -L/2
tB-e™ para x > L/2 (p. nao divergir)
| B pode ser negativo

04r

As condicoes, que I e ' devem ser
continuasemx=-L/2e x=1L/2,

e que a funcao tem que ser normalizavel (tender a zero para
X — *o0) fazem, que apenas certos valores de E s&o possiveis.

=> Quantizacao
=>E=E,=>k=k,,0=U0n,n=1,2,3, ...



O Poco Quadrado Finito

Caso Quantico bk
Solucgéo (E < Vy):

Wn(x) = A-sen/cos knx, onde k, = +V2mE, /h | _
para-L/2 <x<L/2 o
B-e*, onde a = v2m(Vo-E,) / h '
para x < -L/2
tB-e™ parax>L/2

04r

para n = impar: usar o CoSseno |
entre -L/2 e L/2, |
e o sinal positivo para x > L/2,;

para n = par. seno e sinal negativo



O Poco Quadrado Finito

B/l

Caso Quantico

A funcao de onda “penetra” um pouco
nas regioes classicamente “proibidas”
(E < Vy), isto é, a particula se encontra i
la com uma probabilidade nao-nula! B

O principio de indeterminacao torna
Isto possivel.

04rF

Por isto, no poco finito cabe uma onda com Nl
comprimento de onda um pouco maior, do '
gue num poco infinito do mesmo tamanho.

= XiXn

L L L L L L 1
5 5

=> As energias E, s&o um pouco menores que no poco Iinfinito.

Nao tratamos o caso E > V, aqui, mas podemos dizer que, por se
tratar de estados nao-ligados (igual como a particula livre, o degrau
e a barreira), acima de Vy, a energia ndo sera gquantizada.



"“Receilta de Bolo”

Dado V(x) => Procurar combinacoes ((x), E (resolver aE. d. S.)
V) Para E > V(-00) e/ou E > V(+):

estado “livre”,
A === espectro continuo de energias

Para E < V(-») e E < V(+),
“poco de potencial:

estado ligado,

niveis de energia quantizados

k

Para E < Vmin N0 ha solucéo

X

Em regibes, onde:
- E > V(x) (classicamente “permitido”)

=> sinal de ¢"/y = 2m(V-E)/h? negativo:

W(x) oscilatorio, cos/sen kx, ou e**, onde k = V2m(E-V)/h (A = 21/k)
- E < V(x) (classicamente “proibido”) => sinal de ¢"/iy positivo:

W(x) exponencial, e, onde a = v2m(V-E)/h
- V(x) = o0: g(x) =0




O Oscllador Harmonico

Forca F(x) = -kx => Potencial V(x) = -[ F-dx = Y2-kx2 = Y2-mw?3x?2

Vix) A
%mmzx -
E
| I -
-A 0 +A X

V(x)

Muitos potenciais do tipo “poc¢o”
podem ser aproximados pelo
potencial do oscilador

harmonico

potencial
interatdbmico

numa molécula
_________ 4 L“_-r_./

(1 X

Na fisica classica (exemplo mola), a particula com energia E oscila

com frequéncia angular w = Vk/m, que nao depende da energia,
entre as posicoes -A e +A, onde E = Y2-mw?A2 = Y2-kA2,



O Oscllador Harmonico

Potencial V(x) = Y2-kx? = 1/2-mw?3x?
Vix) & 1 oy , . .
5 Mo°X Da para determinar a velocidade da
particula em funcao da posicao x
pela conservacao de energia:

Yo-mv2 + 1o-mw?x? = E
E => v(x) = V(2/m)-(E - Y2-mw3x?)

A probabilidade de estadia é
| | inversamente proporcional a v

(quanto mais lentamente a particula
passa por uma certa posicao, tanto
maior a probabilidade de flagra-la 14):

P(x) prop. 1/V(2/m)-(E - Y2:mw?3x?)

=> A probabilidade de estadia € mais alta perto dos
pontos de retorno -A e +A.




O Oscilador Harmonico

Caso quantico
Por ser um potencial tipo “poco”, a receita de bolo prevé

Funcdes de Onda do Oscilador Harmonico _ ~ _
" , - quantlza(;ao de energlas

- comportamento oscilatorio 14,
onde E > V(x),
e exponencial
onde E < V(x)

Pela simetria de V(x), V(x) = V(-x)
esperamos que P(x) = |W(x)|?

seja simeétrica tambéem
=> (J(x) tem que ser simétrica, Y (x) = Y(-x),
ou antissimétrica, @(x) = -y@(-x).



O Oscilador Harmonico

Caso quantico As solucdes sao da forma:
l.,Un (X) — Cn - e-mwXZ/Zh - Hn(Vm(A)/hX),

onde C, = const. de norm.
Funcdes de Onda do Oscilador Harmonico e mwx/2h & yma. gaussiana e

E [haw]

H, = polinOmio de Hermite de
l“]:(a)'” ¥ n-esimo grau

== e

T \
174
] " :'I:.'__ v f:.-_.ll'- 3"! 2

1f4
¥, = (—] %{2}'3 _1ye 2

verificaremos
daqui a pouco

£
I
| R

1/4
1 L
¥,=(2) ey-3me™
: T /3

a=n ©  y=ox
I

1
Eﬂz(nJrE)ﬁm B0 | T N .

Regra de selecdo: [ “Wn* X Ymdx # 0 apenas paran=m=1
=> S0 transicoes com An = +1 s&0 possiveis.



O Oscilador Harmonico

As funcdoes de onda levam a estas distribuicoes de probabilidade:

v

Para grandes numeros quanticos,
n=0 as guantizacao da energia e

o 2 o 0 1z 3 comprimento de onda

da funcao de onda
| l‘ | | ‘l o s&o imperceptiveis (igual como no
s 2 caso do poco quadrado infinito), e

‘ ne2 a probabilidade de estadia € mais
o e alta perto dos pontos de retorno
classicos.

| => Principio de correspondéncia

| | W 9 A VAV V
-5 -4 3 -2 4 0 1 2 3 4 5




O Oscllador Harmonico

Exemplo de uma verificacao

Mostre que a funcao de onda yo(x) = C-e"*** satisfaz a equacao de
Schrodinger de uma particula no potencial do oscilador harmonico,
V(X) = Y2-mw3x2.

Determine a constante a e a energia total da particula.

dyo/dx = C(-ax)e o2
Q2Po/dx? = C[-ae > + (-ax)?e ] = (a2x? - a)-Ce™” = (a2x2 - a) - Yo

Substituir na Equacao de Schrodinger:

-h22m - (02x? - Q) - Yo + (Y2-mw3X?) - Yo = EWo

=>-h?2m - (0?2 - a) + (Y22mwx?) - E=0

=> [-V2-h2a%/m + Y22mw?] - X2 + Y2-h?2a/m - E =0

Satisfeita, se os termos constante (em x°) e quadratico (em x2) s&o zero:

termo em x2: -Y2-h2a2m + Y2-mw? =0 => a=mw/h
termo constante: ¥2-h2a/m - E =0 => E =%-h%2a/m =vY2-hw



Fisica Quantica ‘ l ’

FI M PARA HOJ E Universidade Federal do ABC
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