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A Equacao de Schrodinger
em Trés Dimensoes

Lembrete: Na Equacao de Schrodinger em trés dimensoes
(independente do tempo), a segunda derivada d?/dx? deve ser
substituida pela “segunda derivada 3D”, o operador laplaciano:

A = V2 = 0%2/0x? + 0%/0y? + 0%/022
=> Equacao de Schrodinger em trés dimensoes:
-h2/2m-(02)/0x? + 02/0y? + 02Y)/0z?) + V(x,y,2)-W(x,y,z) = E-Y(X,y,Z)

ou simplesmente -h%/2m-vay + V- = E-|

Em geral, no caso 3D, as solucOes podem ser caracterizados por
trés parametros ou numeros quanticos.



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Forcas Centrais

O uso de coordenadas esféricas € util, no caso que o potencial &
esfericamente simetrico em torno de um centro. Se este centro fica
na origem do sistema de coordenadas, o potencial € da forma

V(r) = V(1)

e a forca F(r) = -VV(r) € na direcao radial e seus modulo e sentido,
(para o centro ou para fora) tambéem dependem apenas de r,

|[F| = F(n)f, onde f € o vetor unidade na direcao de r
e F(r) é positivo para forcas apontando para fora
e negativa para forcas apontando para o centro

Chamamos forcas deste tipo de forcas centrais.



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

As vezes é (til usar coordenadas esféricas, P 4
l. €. quando o potencial é devido a uma forca

central, ou seja, esfericamente simetrico,

V(r) = V(1) = V(Vx2+y2+22):

r = Vx2+y2+z2

0 = cos? z/r = cos? zA/x2+y2+2z2
@ = tant y/x r .

transformacao inversa:

X=rsenfcos @ X
y=rsenfsenqo
Z=rcos6

O laplaciano V2 também tem que ser escrito em
coordenadas esféricas, e a Equacao de Schrdodinger vira:

-h2/2m -1/r? -0/0r(r? oy/or) -h3/2mr? [1/sen 6 9/06(sen 6 dY/00) + 1/senz O - 02W/0p3)] + V(r,0,p)- ¢ = E-|



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Reescrevendo e Interpretando

-h?/2m - yrz -0/0r(r? aw/ag -h%/2mr? [1/sen 6 0/00(sen 6 dY/00) + 1/senz @ - 02Y/0p?)] + V(r,0,0)- W = E-y

Y
(0)op (L2%)op Epotop
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Ecin,opl-,U
SN—— /
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Hop
ou seja: 172m -(pA)op + 172mr? - (L) + V(r,0,0)-4 = E- 1,

onde (pR)op contém apenas termos que dependem so de r
(quer dizer, nao de 6 e @),

e (L?),, contem apenas termos que dependem sé de 6 e @
(e nao der).



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Forcas Centrais

No caso de forcas centrais, V = V(r), de maneira similar ao que
fizemos separando a funcao de onda em uma parte dependendo
do tempo, e uma dependendo da posicao para potenciais
Indepentes do tempo, podemos separar a funcao de onda em
duas partes, uma dependendo apenas da coordenada radial e
uma, apenas das coordenadas angulares. Esta segunda parte
podemos ainda separar em duas que dependem cada uma de
uma das duas coordenadas angulares:

w(r, 8, @) = R(r)-Y(6, @) = R()-0(6)-®(p)

Também de maneira similar ao que fizemos para potenciais
Indepentes do tempo (usando constantes de separacao), podemos
separar a equacao de Schrodinger em duas (ou trés) equacoes
diferenciais, uma para cada parte da funcao de onda:



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Substituindo na Equacao de Schrodinger
172m -(pP)opR(r)-Y(6, @) + 1/2mr? - (L2)opR(r)- Y(6, @) + V(1)-R(r)-Y(8, ) = E-R(r)-Y(6, ¢)

=>1/2mr? - (L?)opRY =-12m -(pR)opRY - V(r)-RY + E-RY | -2mr3/RY
=> 1/RY-(L2)opRY = -r/RY-(0A)pRY - 2mr2V()-RY/RY + 2mr2E-RY/RY
=> R/RY(L?)opY = -r2Y/RY(PAR)opR - 2mr2V(r) + 2mr2kE
=>1/Y - (L?)opY =-r?’/R - (pP)opR - 2mr2V/(r) + 2mr?E =: I(I+1)h?

(1 (11 (111)

() =(): 7Y - (LAY =l(IF1)R%2 | -Y =>(L3)sY = I(I+1)h2-Y
=> Equacao de Schrdodinger pra parte angular

(1) = (D: [(I+1)h? = -r/R - (pP)opR - 2Mmr2V(r) + 2mr?E

=> [(I+1)"? + rZ/R - (pP)opR + 2Mmr2V(r) = 2mr?E | -R/2mr?
=>1/2m - (pA)pR + I(IH1)h%2mr2 - R + V()-R = E-R

=> Equacao de Schrdodinger pra parte radial



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Forcas Centrais

Substituindo os operadores de volta:

Parte radial:
-hz2mr2 - d/dr(r?2 - d/dr)R(r) + [V(r) +1/2mr? - [(I+1)h2]-R(r) = E-R(r)
— _J \ _/

Eci/n,r,op T/g

Para resolver esta, precisamos conhecer o potencial V(r)

Parte angular:
[-h?/sen 6 0/06(sen 6 0/06) + 1/sen2 6 - (Lzz)Lp]Y(G,qo) = (I+1)"2-Y(6,p)
N—

\(L(
Nao contem V/(r) => A parte angular da funcéao de onda é igual para

todos os potenciais esfericamente simétricos!




A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Forcas Centrais

Esta dltima, da parte angular, ainda pode ser separada em duas,
uma para ©(6) e uma para P():

[-h2/sen 6 0/00(sen 6 0/00) + 1/senz 6 - (Lz?)op]Y(6, @) = (I+1)h2-Y(6, @)
[-h3/sen 6 0/06(sen 6 0/06) - 1/senz 8 - h20%/0¢?|O(0)D(p)

= I([+1)h2-0(0)P(p)
=> -h2/sen 6 0/06(sen 6 0(O(6)PD(p))/06) - I(I+1)h2-O(0)D(p)

= 1/senz 6 - h20%(O(0)D(p))/0¢p? | -(-senz 6/h2O D)
=> 1/0® - sen 6 0/06(P-sen 6 00/00) + I(I+1)-sen2 6

= -1/0® - ©@0?P/d¢p?
=> 1/09® - ®-sen 6 0/06(sen 6 00/06) + [(l+1)-sen? B = -1/P - 02¢/0p>?
=> 1/O - sen 6 9/06(sen 6 00/00) + I(I+1)-sen2 8 = -1/ - 02P/dp? =: M,?

(1) (1) (1)



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Forcas Centrais

1/@ - sen 6 0/06(sen 68 00/06) + [([+1)-sen2 6 = -1/® - 02¢p/0¢p? =. m,?
(1) (1) (1)

() = (Il): /O - sen 6 0/06(sen 6 00/00) + I(I+1)-sen2 8 = m/? | -O

=> sen 6 0/06(sen 6 00/00) + /(I+1)-sen20 - © = m;? -0 | -I([+1)-sen260
=>sen 0 - d/dB(sen 6 dO(H)/dB) = [m;2-senz2 8 - [([+1)]-©O(6)

(I = (ll): -1/® - 02d/0¢p? = m?2 | -(-P)

=> d?P(p)/de? = -m> (@)

EquacOes de Schrodinger para ©(0) e ().



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Forcas Centrais
A ultima destas duas, d?®(@)/de? = -m2-P(@), da para resolver:
d(p) =™ = On(p), ondem =0, +1,+2, ... < D)= P(p+2m)

Ja que |®n,(p)|? = 1, ®n, ndo importa no calculo de P(r), isto &,
P(r) independe de @ e tem simetria rotacional em torno do eixo z.

A anterior, sen @ - d/d6(sen 6 dO©(08)/d6) = [m,2-senz 0 - [([+1)]-©(0),
tem as solucoes
O(6) = sen™@ Fy,,(cos 6) =: Om(0), onde | é inteiro e = |my|,
e Fim (cos 6) sao polinOmios em cos 6,
chamadas funcbes de Legendre associadas,

As partes angulares completas, Ym(6, @) = Om,(6)®m(p)
sao chamadas harmonicas esféericas.



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Forcas Centrais
O que significam | e m,?

Aplicando o operador quadrado do momento angular,
(L2)op = -h2[1/sen 6 8/06(sen 6 3/06) + 1/sen26 - 32/dp?], na funcao de onda:

(L2)optp(r, 8, @) = (L2)op|R(r)- Y (B, @)] = R(r)-(L?)op Y (8, @)
= R(n)-I(+1)A?-Y(8, @) = I(I+1)1?-R(r)-Y(6, @) = I(+1)A-Y(r, 6, @)

=> [ = [(I+1)h2yY => 2= [(+1)h2 => L =I(+1)-h,
ou VI(l+1) é o moédulo do momento angular, em unidades de h.

Por isto, / € chamado numero quantico do momento angular.
=> O momento angular é quantizado.

O momento dado pelo numero quantico / € um pouco maior que /h.
Excecao: paral=0, L =0 tambem.



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Forcas Centrais
O que significam | e m,?

Aplicando o operador componente z do momento angular,
L.o, = -1h - 0/0p na funcao de onda:

Lzoptp(r, 6, @) = Lzop[R(r)-O(6)-P(@)] = -ih - O[R(r)-O(6)- P (@)} 0@
= -ih-R(r)-©(0)-0P(p)/0p = -ih-R(r)-©(0)-im;-e™¢
= mh-R(r)-0(8)-e™p = mh-R(r)-0(6)-D(p) = mh-y(r, 6, @)
=> L[,y =m; hy => L, = mh,
onde/=|m;oum, =-I, -(-1), ...,0, ..., I-1, |
ou m; € o componente z do momento angular, em unidades de h.

=> A orientacdao do momento angular € quantizada!



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

Forcas Centrais

>

z—axisT L}
Pelo fato, que L € um pouco maior M
qgue Ih, e L, varia de -/h a Ih, —

para dados / e m, ha incertezas <—2;
nos componentes x e y

do momento angular,
aqui ilustrado para / = 3.

7

SO um dos trés componentes
pode ser determinado ao

mesmo tempo. A medicao de
um segundo leva a perda da
iInformacao sobre o primeiro.

Wi

De novo, e excecao é para
momento angular zero.




A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

E como sao estas funcoes angulares Y, (0, @)?

Formulas das partes angulares das Graficos das partes angulares das
funcbes de ondacom/=0,1e 2 funcbes de ondacom/=0,1e 2
(das harmonicas esfericas) (vermelho: valores positivos,
; azul: valores negativos)
* Yool0.0)= 7
(4
; l=0m=0
s
. Yyo(6.0) =(%) coso -
© O
‘T111(H-¢}=¢[$] e~ sin@ l=1m=0 Il=1m=1
5 Vi,
. ?Eu{ﬂ,qb}:(ﬁ] (E‘-cns E—‘I) ‘ ~

. :1(H¢}= {E_Jr] e”'"" sinfcose

* Y, ,(0.0)= [EJH "% sin6 e c ‘ o

32 i=fme=l l=dm=1 JI=3m=9 Ii=3m==4




A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

E como sao estas funcoes angulares Y, (0, @)?

"curvas de contorno” de |Yim(6, @)|? (intersecao com o plano xz)

Ofcex==

I=1,m= .tzm,
1=0,m=0

Qba@ %%JQ

I=3,m=23

I = 3-,"’!;:!1
1=3,m=11

f=3,m=0



A Equacao de Schrodinger em
Coordenadas Esfericas

E como sao estas funcoes angulares Y (0, @)?

Como mencionado, as distribuicoes de probabilidade P(0, @), tém
simetria rotacional em torno do eixo z.

Elas dependem apenas do mddulo e nao do sinal de my, g. d.,
as distribuicoes de probabilidade de Y, e Y.n Sao iguais
(mas as funcoes, nao!).

Funcdes com / = 0 (e, entao m;, = 0 também) s&o esfericamente
simetricos.

Para um dado /, quanto maior é |m,|, tanto mais achatada € a
distribuicao, isto €, tanto mais concentrada perto do plano xy,
para m; = 0, ela se concentra perto do eixo z.



O Atomo de Hidrogénio

Um problema desta natureza (forca central) é aquele de
encontrar a funcao de onda do elétron num atomo de
hidrogénio, ou de um outro 4&tomo com nucleo +Ze e um so6

elétron, chamado hidrogenoide.

Como o0 massa do nucleo € muito maior do que aquela do
elétron, o nucleo pode ser tido como parado no ponto zero do

sistema de coordenadas,
usando pra massa do elétron a

0

massa reduzida y = (M/me+M)-me, |
onde me = massa do elétron, A

M = massa do nucleo.

Fotential [V]

Num atomo com um elétron,

0 potencial elétrico € dado
pela distancia entre o nucleo
e o elétron, r = |r|:

V(I’) — VCoqumb — -282/47'[80['

Vvsry
T




O Atomo de Hidrogénio

Tamanho Minimo e Energia do Ponto Zero

Antes de comecar: T ////
Classicamente, o elétron “cairia” !

rapidamente ate o nucleo. : |
O fato, de que acharemos uma solucao *
de menor energia (finita) e tamanho > 0
pode ser interpretado como resultado do |

principio de incerteza: e

Se o0 momento linear do e” é p, 0s componentes dele variam
entre -p e p, entdo Ap é da ordem do proprio p: Ap = p.

E Ax deve ser da ordem do “raio” da funcao de onda do elétron
(i.e. da regiao, onde esta e apreciavelmente diferente de 0),
0 que € uma medida pro “raio” R do atomo: Ax = R.

=>R-p=Ax-Ap=h=>p=HhR.



O Atomo de Hidrogénio

Tamanho Minimo e Energia do Ponto Zero
Calculando a energia do elétron:

E =K+ V=p%2u-Ze%Amneor =
= h?2/2UR? -Ze%/41teoR

=> A energia nao tende a -« para R -> 0,

mas tem um minimo em
R = 4mteoch?/ue? = ap € ;
E = ue+/32m2eq2h? = Eo,

gue sao justamente raio e energia de Bohr!

O principio de Incerteza evita o colapso do 4tomo!



O Atomo de Hidrogénio

A Parte Radial R(r)

Substituindo o potencial V(r) = -Ze%/4meor na equacao diferencial
para a parte radial para o caso da forca central:

-h2/2ur? - d/dr(r? - d/dr)R(r) + [-Ze?/Ameor + 1/20r? - I(I+1)72]-R(r) = E-R(r)
~ ~ - 7
Ecin,r,op \ % J - ~N L2
V(I’) ! V”centrifugal

v
Veff

J




O Atomo de Hidrogénio

As solucoes sao da forma:

R(r) = e (Zr/ao) Gni(ZI/ao) =: Rni(r), onde n é inteiro e > |,
ao = 41teoh?/ue? = raio de Bohr,
G séo polindmios de n-ésima ordem chamados polindmios de Laguerre

As energias correspondentes sao:

E =E,=-22/n? - Eo, onde E, = ue?*/321?€,%h? = energia de Bohr
I As mesmas energias do atomo de Bohr!

Ainda bem, senao nosso modelo mecanico-guantico nao
conseguiria explicar o espectro de hidrogénio.

As energias dependem apenas de n
=> degenerescénciaem /e m,



Diagrama de Niveis de Energia

Eneray level diagram o
gy J Degenerescéncia para

=0 1 23 . > niveis com o mesmo n
E=0) n=aoo

H

—
Il

Lh

48 4p 4d 4f

n=4 Regras de Selecéo
(transicOes “permitidas”):
An: livre

i Al =+1

s Am; =0 ou +1

n=3

I A escala vertical 1t doi d

é distorcida Estes ultimos dois podem ser
explicados pelo fato que, em uma
transicao, um foton € emitido ou
absorvido (o fotontem/=1¢€
m=-l,..,1=0ouzl)

E =-13.6¢
n=1

1372006



O Atomo de Hidrogénio

Como interpretar a parte radial,

R..(r) = eZ%n (Zr/as) G./(Z1/an)? Graficos das partes radiais das
n/( ) ( O) nl( O) funcbes deondacomn=1,2e3

Formulas das partes radiais das =1 gl T 2 ., n=d
funcOes de ondacomn=1,2e 3
A % Ay 5 I=0 s 1=0
Rip = 2 (—) g~ Zr/ao 1.0 \
ao i 5 1=0
% 0 : 0 1 H"'l__T‘-ﬂ--..._l
= () () Ay
V3 \ 2a0 ao o4~ P:1=1 P:1=1
0 | | | 0 | 1 0 l l | 1 ] |

=z 2 Zr _Zr /2 a, 4 8 324 B
— . s r/2a 0 o d: 1=2
o= o) (a) G T gt

2 2 r, A
P s 22 ( Z )” (ﬁ) o—2r/3a0

3
Z\?2 27 2 (Zr)?
R3p = 2| — 1 — r+ ( 2) e—2r/3a0
3ag 3ag 27aj



O Atomo de Hidrogénio

Como interpretar a parte radial,
Rni(r) = €47 (Zr/ao) Gpi(Zr/ac)?

L P(r) = 4rtr?-P(r) prop. r? |Rni(1)|?,
ja que P(r) e a probabilidade de
estadia num unico ponto r, e P(r)
é a probabilidade somada sobre
todos os pontos na distancia r.

n da uma dica do tamanho do
orbital, o valor esperado para r,
<r,> € da ordem de n2a./Z

(formula exata "= ’1 +é—-[1 ~m:zn]f ),
0 que condiz com o fato, que
n quantifica a energia do orbital.

A distribuicdo tem n-/ maximos em r
e n-I-1 pontos zero, “nds”
(tirando aquele em r = 0).

P(r)

Probability density = r2[Rnr(r)|2

Ground state
n=1
f=0

— Dashed line : Radius by Bohr's quantum theory

o I |
5 10
0.2
=2
0.1 [=0
0 | 1 |
5 10 15
0.2 —
I N=2
bk = ! =1
0 (1 |
3 10 15
=3
0.1 - f=0
o m
-] 10 15 20 25
' =3
0.1 m
0 ] | 1
5 10 15 20 25
- N=3
(8] | 1| | J




O Atomo de Hidrogénio

Como interpretar a parte radial,
Rni(r) = €47 (Zr/ao) Gpi(Zr/ac)?

Parar->0, R« r'=> P o r?*?

=> apenas para [ = 0 temos
probabilidade apreciavel de r = 0,
Isto é, de achar o elétron perto
do nucleo.

P(r)

Probability density = r2[Rnr(r)|2

Ground state
n=1
f=0

- Dashed line : Radius by Bohr's quantum theory

|
5 10
=2
[=0
| 1 |
] 10 15
I n=32
i ! f=1
L] |
5 10 15
n=73
= f=10
m
5 10 15 20 25
L =3
| | 1
5 10 15 20 25
= =3
M:E
| | | ! J
=1 10 15 20 25

zr/a, (&g : Bohr radius )



O Atomo de Hidrogénio

Combinando as partes radial e angular
=> As funcoes de onda completas

n [ m
| /ZN\¥2 -
I 0 0 Y100 -7(-;> g s
. \%0
i FEVE Z
2 0 0 Y200 = (H) (2 - —1) g arian
4./21 \do agp
1 Z\*"? zr _
2 1 0 Wo10 = (k) — g~ %1240 065 @
4./2n \Qo do
i {22
: 1 £ Yo +1 _8[ (;_) —re—zﬁza“ sin 0 e*™
m \%o Ao
1 o 312 7r 22 2
3 0 0 300 = s (“) (27 — 18— 42 ; ) g~y
81/37 \do ag ag
\ﬁ Z ya Zry Zr
3 l 0 310 = (*) (6—-*)-—12_2"/3“0 cos 0
81\/7( aO a{) aO
1 [(Z)\32 Zr\ Z .
3 1 +1 V341 :g:ﬁ (a—) (6—E{>a—re’¥zr/3"“ sin f 6=
T \90 0o/ 9o



O Atomo de Hidrogénio

As funcdes probabilidade de estadia do elétron Pnim, que
correspondem as solucoes n, I, m;,

Pn’m/(r) - |('U”/m/(r)|2’

sao chamadas orbitais, e sdo 0 analogo quanto-mecanico das
Orbitas dos elétrons.



O Atomo de Hidrogénio

Os orbitais
O estado fundamental 1s:n=1,/=m; =0  probability density

=>E=-Eo,L=0,<r>=n=aop Electron

- Esfericamente simétrica cloud
(como todos os orbitais s) \

- A probabilidade de estadia
do elétron cai exponencialmente
com a distancia do nucleo.



O Atomo de Hidrogénio

Os orbitais

Os n-I-1 nos significam que, num dado orbital, ha distancias nucleo-
céntricos, naquelas o elétron nao pode se encontrar, “esferas nodais”.
Exemplo: Os trés orbitais s (esfericamente simétricas, /| =m; =0, L =0)
de mais baixa energia (n =1, 2, 3)

6 | n=1 n=2

0.5 ?
7\15

0.4

o
()]

0.3

0.2

2s
0.1} ‘ 3s
A A .

) 10 20
Radius, r/ag

Radial distribution function, 4nr?ya,

35



I=0

Hydrogen atom orbitals m/=0
I=4

I=1

1=2

=3

n=2

n=3



O Atomo de Hidrogénio

Resumo dos numeros quanticos

1. o nUmero quantico principal n

n=1, 2,3, .... determina a energia do elétron: E, = -(Z%n?)-Eo,
onde E, = energia de Bohr.

As energias do Atomo de Hidrogénio mecanico-quantico sdo as
mesmas do que no modelo de Bohr, sendo a mecanica quantica
nao conseguiria explicar o espectro de hidrogénio.

Para hidrogenoides (atomos com 1 e€), todas as funcoes de onda
com 0 mesmo n (sao n?) tém a mesma energia E,.
=> degenerescéncia

w
AN
ol

O conjunto das funcdes de onda com n 1 |2
0 mesmo n é se chama camada. camada K IL M INTo |
Deram letras as camadas.
Exemplo: Se diz que um elétron com n = 3 encontra-se
na camada M.




O Atomo de Hidrogénio

Resumo dos numeros quanticos

2. 0 numero quantico do momento angular, azimutal ou secundario, /

[=0,1, ..., n-1: determina o momento angular orbital do elétron:

L = VI(l+1)-h, onde h = constante de Planck reduzida

SAao guase os valores de Bohr, mas ao contrario do modelo de Bohr,
nao € o numero quantico n que determina o momento angular.

As funcoes de onda com o0s / ol1[2/3]a [5]..
mesmos n e [ sAo da mesma subcamada |s |p |d|f |g |h |...
subcamada. Deram letras tambem.
Exemplo: a subcamada comn =3, /=2 se chama 3d.

3. 0 numero quantico magnético m; (as vezes so m)

m, =-I,-(-1), ...,-1,0, 1, ..., I-1, I: determina o componente z do
momento angular: L, = m;-h.
Quanto maior |my|, tanto mais achatado € o orbital na direcéo dos z.



Notacao Espectroscopico
do Estado de um Elétron

n[codigo para /]

Exemplo: Elétron no estado fundamental
(n=1el=0):1s
Eletroncomn=2,/=1:2p

O m; nao aparece nesta notacao.

Em uma configuracao eletronica,
2 elétrons em orbitais 2p: 2?2



O Atomo de Hidrogénio

Resumo dos orbitais (n =1, 2, 3)

camada subcamada orbital
Subshell Orbital

Shell

3d

= +1|10 [-1(2p

2s

o




O Atomo de Hidrogénio
Resumo dos orbitais (n = 4)

camada subcamada orbital

4f ||+3(+2[+1]| 0 [-1|-2[-3

ad [+2[1[ 0 [1]-2]

16

etc.



Fisica Quantica ‘ l ’

FI M PARA HOJ E Universidade Federal do ABC

http://professor.ufabc.edu.br/~pieter.westera/MQ.html
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