Mecanica Quantica ‘ . >

Aula 14: Spm do Elétron, Universidade Federal do ABC
Principio de Exclusao de .
Paull |

Pieter Westera
pieter.westera@ufabc.edu.br

http://professor.ufabc.edu.br/~pieter.westera/MQ.html



O Spin do Elétron

O Experimento de Stern-Gerlach Revisitado

O mesmo experimento pode ser feito com um feixe de elétrons.
(E preciso aplicar um campo elétrico horizontal para cancelar a
forca magnética que os elétrons sofrem por serem particulas
carregadas, ao contrario de atomos de prata.)

Neste caso, 0s elétrons nao estao em orbita(l) em torno de um
nucleo atdbmico e nao tém momento angular orbital.

Mesmo assim, o feixe se divide em dois!

Isto, por que os elétrons tém um tipo

de momento angular instrinseco

(ao contrario do momento angular orbital),
chamado spin, cuja componente z P
pode assumir dois valores.

Figura 1 - Bepresentacao esgquematica oo experimento de Stern-
Gerlach,



O Spin do Elétron

Formalmente, o spin pode ser tratado como 0 momento angular
orbital, mas com o numero quantico do modulo s = %2
em lugar de um numero inteiro:

s=Y%=>S=|S|=vVs(s+1) - h =V3/2 - h,
ms — il/z => Sz — msh — i]/Zh

Os estados ms = +%2 e ms = -2 sao frequentemente chamados
“spin pra cima”, 1, e “spin pra baixo”, \.



O Spin do Elétron

O momento magnético do elétron devido ao spin é
Ms = -(gsuB/h)-S, onde gs = 2 = fator g de spin
e Seu componente z: Us, = -Ms-gsls = F Us

Energia associada ao alinhamento do spin com um campo
externo B:

AE - - l.ls - B — I..ls,zB - 'ms'gsuBB — 1 “BB
Forca aplicada por um campo nao-homogéneo:

F,=0B,/0z -Us, = ¥ 0B/0z - Uz



Spin

Outras particulas elementares também tém spin. Exemplos:
- outros leptons e quarks: s = %
- fotons, gluons, ....s=1
e particulas compostas tambem:
- protons e néutrons (3 quarks): s =%
- nucleos: depende do alinhamento dos spins dos nucleons
- atomos: depende do alinhamento dos spins e
momentos orbitais das componentes

Particulas com spins inteiros séao chamados bosons,
e com spins semi-inteiros, férmions.



O Spin do Elétron

Voltando a elétrons em atomos:

Entao, para um elétron num atomo, agora temos alem de n, / e m;

um quarto numero guantico, ms, o componente z do spin que
pode assumir os valores +%2 ou -%:

=> Funcéao de onda agora realmente completa de um elétron
em um atomo:

L,U nlm;ms 4 nUmeros quanticos

Exemplo: existem dois estados fundamentais:

W100-15 € Y100+



A Funcao de Onda para Duas
(ou mais) Particulas

Para um sistema de duas particulas, a funcao de onda vai ser
uma funcao das posicoes das duas particulas:

W(x, X2), tal que WX, X2)P*(X1, X2)dx10X2 = P(X1, X2)dXx10X2

é a probabilidade de encontrar, ao mesmo tempo, a particula 1
entre as posicdes x; e x1+dxi, e a particula 2, entre x, e x>+dxo.

A condicéo de normalizacao vira:
Jr=-0 " 2™ P(X1, X2) dX20X2 = 1

Analogicamente, no caso 3D temos

l./l(r1, r2) — (1U(X1’ Y1, Z1, X2, Y2, ZZ) €

l.ﬂ(rl, rz)(ﬂ*(rl, I"z)XmdylelddeydeZ = P(rl, rz)dxldyldzldxzdyzdzz,
e a condicdo de normalizacéo € uma integral sextupla.



A Equacao de Schrodinger para
Duas Particulas

A Equacao de Schrdodinger vira:

@Z/Zm : 62w(x1,x2)/6xﬁih2/2m - 0P (X1, X2)/0X22 + V(X1,X2)-P(X1,X2) = E-P(X1,X2),
\E/ 1] \E/ 1]

onde V(Xl, Xz) = V1(X1) + Vz(Xz) + V1<->2(X1, Xz),

Vi(x1) = 0 potencial externo que a particula 1 “sente”,
V>(x2) = 0 potencial externo que a particula 2 “sente”, e
Vi<s2(X1, X2) = a energia potencial da interacao entre as 2 particulas.

No caso, que as particulas nao interagem,
V(Xl, Xz) = V1(X1) + Vz(Xz).



Particulas Intercambiaveis

Um caso interessante €, se as duas particulas sao iguais

(por exemplo dois eletrons).

Ao contrario do caso classico, no caso quantico duas particulas
“lguais” sao idénticas mesmo, indistinguiveis de uma maneira
fundamental.

Isto implica na intercambiabilidade delas, o fato de que “nada
muda”, se elas trocam de papel.

A funcao de onda tem que refletir isto:

(WX, X2)? = |@lxa, X2)[?
=> (X2, X1) = Y(x1, X2) funcdo simetrica*,
ou Y(xz, X1) = -YP(X1, X2) funcado antissimetrica*

*Se trata da simetria em relacdo a operacao “trocar as particulas”
nao alguma simetria geomeétrica.



Particulas Intercambiaveis

Sejam Vi<s2(X1, X2) = 0 (sem interacao entre as particulas)

e Vi(X) = V2(X) = V(x) (as duas particulas sao submetidas ao
mesmo potencial externo),

e sejam Wn(x) e Ym(x) duas solucoes do problema de uma
particula neste potencial V(x),

entao as combinacaos que seriam solucoes classicas
“particula 1 no estado n e particula 2 no estado m”

e “particula 1 no estado m e particula 2 no estado n”,

Wnm (X1, X2) = Yn(X1) Pm(X2) € WYmn(X1, X2) = Ym(X1) Pn(X2)

nao satisfazem a intercambiabilidade:

Wnm (X2, X1)? = |Wn(X2) Ym (X)) 2 = |Wn(X2) P [Wm (X2)[2 = [Wm (X2) [+ |Wn(X2)
| Wnm (X, X2)? = |Wn(X2) > |Wm (X2)|* €

Winn(X2, X1)? = |Wm(X2)-Wn(X0)? = |Wm (X2)[>-|Wn(X2)[2 = [Wn (X0) P [ (X2) 2
| Wmn (X1, X2)2 = |Wm (X0) P [n (X2) 12,

Isto é, elas sAo nem simétricas, nem antissimétricas.




Particulas Intercambiaveis

Mas as seguintes combinacoes satisfazem a intercambiabilidade
e sao solucoes no caso quantico:

Ws(X1, X2) = Cs-[Wn(X1)-Wm(X2) + YUm(X1)-Wn(X2)] solucao simétrica

WaX1, X2) = Ca:[Wn(X1) WYm(X2) - Wm(X1)-WYn(X2)]

solucao antissimetrica
onde Cs e Ca sao constantes de normalizacao.

Estas solucbOes podem ser interpretadas como

“Metade do tempo (ou metade das vezes que a gente mede),

a particula 1 esta no estado n e particula 2, no estado m,

e na outra metade, a particula 1 esta no estado m e particula 2, no
estado n”.



Particulas Intercambiaveis

Fermions (particulas com spins semi-inteiros) idénticos sempre
fazem combinacdes antissimétricas
e bosons (spins inteiros), simetricas.

O que isto significaria para dois fermions idénticos no mesmo
estado, n = m?

WaX1, X2) = Ca:[Wn(X1) WYm(X2) - Wm(X1) - WYn(X2)]
= Car[Wn(X1) PYn(X2) - Yn(X1)-Pn(x2)] =0

nao pode ser!
=> Principio de Excluséao de Pauli



O Principio de Exclusao de Pauli

1925 (elétrons), 1940 (todos os férmions)

Dois (ou mais) fermions idénticos
(exemplos: elétrons, protons, néutrons)
nao podem encontrar-se ao mesmo tempo
no mesmo estado quantico, dado pela
funcao de onda, respectivamente, pelos
numeros quanticos.

Para eletrons num atomo isto significa,

SO dois e podem estar no mesmo orbital,
um com spin t € um com spin |.

Wolfgang Pauli

Bosons (ex. fotons, particulas a, atomos de

helio), nao s&o sujeitos ao principio de

exclusao.

Pelo contrario, bosons indénticos tém uma certa preferéncia por
encontrar-se no mesmo estado, i. e. os fotons num raio de laser.
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