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OscilacOes de Duas Particulas

Oscilacao de Duas Particulas Acopladas

Nenhuma forca m; F, F, m
externa, massa _m_
)

da mOIa deS- O}////!/z/fa’ &JMWI//// 77>
1 tfrl B .):2

prezivel, 0
=> centro de massa: Xcm = (MwX1 + MaX2)/(M1 + My)
lo: Distancia de equilibrio (mola relaxada)

=> Deformacao da mola x = (X2 - X1) - o

=> [ = mX1 = kX Fo = moXo = -kx

=> Xem = (IMX1 + M2X2)/ (M + my) = (kx - kx)/(my + m3) =0
O centro de massa se desloca com velocidade
constante, como era de se esperar (senao o sistema
conseguiria se auto-acelerar).



OscilacOes de Duas Particulas

Oscilacao de Duas Particulas Acopladas

MiXy =KX |-m my F, Fy my
MoXe = KX |-y TSI —

=> O}ff”fﬂfff M«w{un’ 77>
~ ad to A2

mim-Xy, = msz,
mim-Xo> = -mlkX

=> -k(m1+m2)X — mlmz().(.z-).(.1) — m1m2d2(X2-X1'€0)/dt2
= Mum3zX

=> UX = -kx, onde y := mim,/(mi+m,) = massa reduzida

A coordenada relativa x do sistema de duas massas
obedece exatamente a equacao do oscilador harmonico,
com a massa dada pela massa reduzida.



OscilacOes de Duas Particulas

Oscilacao de Duas Particulas Acopladas

A energia potencial do sistema € apenas a energia
potencial da mola, U = Y2kx?.

E a energia cinética?
K = 2mix:?2 + Y2mox22 = ... [um monte de passos chatos]
— 1/2(m1+m2)XCM2 + 1/2m1m2X2/(m1+m2) — ]/2(m1+m2)VC|\/|2 + 1/2[1).(2

Os movimentos dos sistemas

- COMO um todo: massa m;+m;, PoSICao Xcw,
U =0, K=%(mi+m;)vem?, €

- Interno: massa reduzida u, deformacao da mola x,
U = Y2kx?, K = Y5Lx?

podem ser tratados independentemente.



Movimento Circular Uniforme

Oscilador Harmonico Simples em Duas Dimensoes

Sera que ha uma ligacao
entre o oscilador harmaonico
e 0 movimento circular
uniforme (MCU, => FeMec)?
Ambos parecem tao

oscilatorios.... A\ g\
Supc-)ndo um-CorpO em Luz //' Amepam\AX
movimento circular uniforme paralels

no plano xy e olhando pra

coordenada x da posicao dele,

aqui realizada pela projecao por luz vindo na direcao y
em cima do plano xz.



Movimento Circular Uniforme

Oscilador Harmonico Simples em Duas Dimensoes

Raio do movimento A,
coordenada angular 6,
angulo inicial @,
velocidade angular w

Pelo desenho déa para ver: y
X(t) = A-cos 6(t) = A-cos (wt+),
e y(t) = A-sen (wt+@)

=> As coordenadas x e y fazem
oscilacoes harmonicas!

vetor posicao: r(t) = (x(1), y(t)) = A-(cos (wt+@), sen (wt+))

" velocidade: v(f) = (x, y) = Aw-(-sen (wt+@), cos (wt+))
"ac.: a(t) = (X, ¥) =-Aw?-(cos (wt+), sen (wt+@)) = -w?r(I)




Movimento Circular Uniforme

Oscilador Harmonico Simples em Duas Dimensoes

X(t) = A-cos (wt+@),
y(t) = A-sen (wt+Q)

k 7 (1)

FIGURA 14.8 Proyecciones de las
coordenadas x y y como funcion del
tiempo para el vector de posicion con una
longitud constante, rotando con velocidad
angular constante.



Movimento Circular Uniforme

Oscilador Harmonico Simples em Duas Dimensodes

r(f) = A-(cos (wt+@), sen (wt+))
v(t) = Aw:-(-sen (wt+@), cos (wt+@))
a(t) = -w?r(1)

r-v = A2w-(-cos (wt+p)sen (wt+@) + sen (wt+@p)cos (wt+)
=0=>rLv como jasabiamos sobre o MCU.
€ @ = Acenmipeta = -W2r || r Na direc&o oposta que r
como tambeém ja sabiamos.



NUmeros Complexos

Lembrete(?)

Definindo i := V-1 = unidade imaginaria,
numeros complexos tém uma Fainle)imBi -
parte real e uma parte imaginaria: ¢ =13
Z=a+ bi,com a = Re{z}, b = Im{z}

a+hi

rensigl =0 | Ral(z)

Chamamos de complexo conjugado de z:
Zxouz=a-bi,
Assim Re{z} = Y2-(z+z*), Im{z} = Y%-(z-2*)
Definimos o0 modulo de z: |z| = Va2+b2 = Vzz*,
jaque zz* = (a + bi)(a - bi) = a2 -i?b? = a2 + b?
soma: z1Z, = (a1 + bil) + (az + bal) = (artaz) + (b1+b>)i
produto: (ai + bif)(az + bal) = (@ia2-bibz) + (aib>+b.az)i
modulo do produto: |z1z;| = \/(alaz-blbz)z + (a1b2t+b1az)?

= Vai2a,? - 2a:azb1b> + b12bo2 + ai2b,? + 2aibsb1a, + bi2as?

— \/(a12+b12)(a22+b22) - |Zl||22|




NUmeros Complexos

Formula de Euler

Fazendo expansoes de Taylor em x
de e* e e™*, e tomando as partes
real e imaginaria, se vé gue:

e = cos X + /-sen x

e'? = cos @ +isin @

sin @

=> [ —ix
cos x = Re{e”} = - ;e e

_ eix _ e—ix
senx = Im{e*} = —;

AsSSIm conseguimos escrever um
numero complexo z na sua forma polar:

Z = |z|(cos @ + i-sen @) = |z|e?, onde @ = tg! Im{z}/Re{z}
(! cuidado com a periodicidade do tg, para Im{z} negativo

temos @ = tgt Im{z}/Re{z} + m)



NUmeros Complexos

Numeros Complexos em Equacoes Diferenciais

Se z; e z, forem complexos (€ C) e A1 e Az, reais (€ R),
entao Re{A1z; + A2z2} = AiRe{z1} + A2Re{z,}
(a operacao "Re{}" é linear em R)

e, se z for uma funcao (i.e. de t, z = z(t)), entao
Re{dz/dt} = dRe{z}/dt

=> Em uma equacao diferencial linear com coeficientes
reais, se z(t) for uma solucao, entao_
x(t) = Re{z(t)} tambéem é solucéao (e z(t), e Im{z(t)} tb.)
(pode ser provado aplicando Re{dz/dt} = dRe{z}/dt e a
lineariedade de Re{} em R na propria equacao diferencial)

As vezes é mais facil estender o problema pro plano
complexo, achar um solucao complexa e depois pegar a
parte real, do que tentar achar uma solucao real diretamente.



NUmeros Complexos

Oscilador Harmonico e o Formalismo Complexo
Um exemplo disso € o Oscilador Harmonico.

Partindo da equacao do Oscilador Harmonico (mas
chamando a grandeza procurada de z em lugar de Xx),
d?z/dt? = -const.-z,

podemos "chutar" z(t) = C-e*

Ja que d?z/dt?2 = d?(C-e™)/dt?2 = a?C-e* = a2z(t) podemos
concluir que o chute deu certo com a = ivconst. = iw e

C qualquer valor complexo.

Definindo A := |C| podemos escrever C como Ae’;

=> Z(t) = Ae?.ewt = A.elwt+g)

e X(t) = Re{z(t)} = A-cos (wt+@) (e Im{z(t)} = A-sen (wt+))
As mesmas solucoes que antes.




NUmeros Complexos

Interlidio: Forca Resistiva (Friccao, Atrito)

Um corpo de massa m, que esta se deslocando por um
fluido, sofre uma forca oposta a sua velocidade e
proporcional a esta:

F =-bv, o0 que leva a equacao diferencial dv/dt=-b/m - v.
Com o mesmo chute (funcéo exponencial) chegamos a
solucao v = vee®m

(velocidade tendendo exponencialmente a zero => FeMec).

Se quisermos determinar a posicao em funcao do
tempo, x(t) (por exemplo se conhecemos a posicao
Inicial), podemos escrever a equacao diferencial como
d2x/dt? + b/m - dx/dt = O

solucao: X = X« - Vom/b - €™ = xo + vom/b - (1 - e®’m)



NUmeros Complexos

Oscilador Harmonico Amortecido

Olhando agora para um oscilador |
harmonico submetido a uma v

forca resistiva:

A forca total agindo sobre a massa F'8ura1:20 Exemplo deum oscilador

amortecido é um COrpo preso a umea

v # .
F — _bv _kX mola e submerso em um liquido viscoso.

=> d2x/dt?> + b/m - dx/dt + k/m - x =0

Chutando de novo x(t) = C-e*

=> dx/dt = Ca-e” = ax(t), d>x/dt? = Ca?-e™ = a2x(t)

=> a2¢(t) + b/m - ax(t) + k/m - x(t) = O
=>a2+b/m-a+k/im=0

Pela formula de Bhaskara, a = -b/2m + vV(b/2m)? - k/m




Péndulo Amortecido

Oscilador Harmonico Amortecido

x(t) = C-e*, onde a = -b/2m = V(b/2m)? - k/m

Caso (b/2m)? = k/m, a e real e negativo

=> exponencial decaindo, a forca resistiva é tao forte,
gue o oscilador nao consegue completar nem uma
oscilacao. 4

W

f..__-_""-.._________ tda) supsramortecido

A —__(b/2my? > k/m
Nao vamos entrar {b2mp

em mais detalhes J ————

sobre este caso. =

I: b amorteoimentn I-_I-I.:II.-i.'I

J (b/2m)? = kim

'.-.—r




Péndulo Amortecido

Oscilador Harmonico Amortecido

x(t) = C-e*, onde a = -b/2m = V(b/2m)? - k/m
Caso (b/2m)2 < k/m, a = -b/2m £ Vk/m - (b/2m)? - |

=> X(t) — C e-b/Zm + Vk/m - (b/2m)? - | — C_e-b/Zm _ei\/k/m - (b2m)? - i

=> Re{x(f)} = C-e*?™.cos wt, onde w = Vk/m - (b/2m)?
Ja que Im{x(f)} = C-e™™.sen wt também ¢é solucao,
a solucao geral sera x(t) = C-e™™.cos (wt + @)

. ~ i
Oscilacao com () subamonecido

periodo mais longo
gue sem resisténcia
e com amplitude

(e energia) caindo
exponcialmente.




Péndulo Amortecido

FIGURA 14.18 Ejemplo del movimiento arménico amortiguado: masa unida a un resorte oscilando en agua.
a) Condiciones iniciales. b) Cuadros de video aue muestran el movimiento de la masa después de ser liberada.

FIGURA 14.19 Posicion contra

tiempo para una oscilacion armoénica
débilmente amortiguada.



Péndulo Amortecido

Energias Potencial, Cinetica e Total, posicao e velocidade

E(D)
T
K(t)
Q) Y} U(f)
| E(t)
n ‘ 0
0 ‘ “ ATk 1”1”;"“1-: ..... t(s)
10 15 20
) v(f[}}_ 'A ‘Al- _,“-i_,--i_!-i e el 3 ((5)
(0 " ‘ A 10 15 20




OscilacOes Forcadas

Oscilador Submetido a uma Oscilacao Externa

Chamando a frequéncia "natural" (nao amortecido),

vk/m , do oscilador de wo, vamos "empurra"-lo por uma
forca externa da forma F = Fysen wit.

(! w nao é necessariamente igual a wo)

Assim a equacao diferencial a resolver vira

d2x/dtz + b/m - dx/dt + kkm - x - Fo/m - senwt =0

A solucao tende rapidamente a A-cos (wt + @), ISto €, 0
sistema logo oscilara com a frequéncia da forca externa,

onde A = Fo/mV(w?-wo?)2 + (bw/m)?2




OscilacOes Forcadas

Wikipedia
x(t) = A-cos (wt + @), com 0
A = Fo/mV(w?-wo?)? + (bw/m)?2 —~ 04

. . 2 03
A amplitude fica grande para w = Wo, & 2

ou seja, guando se cutuca o oscilador
com a sua frequéncia "natural”, 0
fendmeno chamado ressonancia.

0 2 4 6 8
wq (s71)

Por isto, wo também & chamada Amplitude da osciliacéo forcada

de frequéncia de ressonancia. para trés valores de amortecimento:
alta, intermediaria e baixa

Quanto menor a forca resistiva, tanto maior a amplitude da
oscilacao forcada, tendendo a « para b — 0.

=> catastrofe de ressonancia.

Obviamente, alguma coisa acontecera antes, nem que seja a

guebra do oscilador.



A Equacao da Onda

Osciladores e Ondas

Entre outros, o oscilador harmonico é importante, por
gue ele oferece um caminho intuitivo para chegar a uma
outra das equacoes fundamentais da fisica:

a equacao da onda.

Em particular, vamos mostrar como um conjunto de
osciladores harmonicos acoplados pode ser resolvido de
forma sistematica e, no limite do continuo, essa
descricao e dada pela equacao da onda.



A Equacao da Onda

Dois Osciladores acoplados

Considere duas massas m acopladas por molas de
constante de mola k e comprimento de equilibrio d.

1

d 2 d
A2
LS AT N
m

d

il

rFr' 77727

k k

m

Chamando os deslocamentos destas massas em
relacao a suas posicoes de equilibrio de x1 e xo.



A Equacao da Onda

Dois Osciladores acoplados

Forca agindo na 12 massa: mxX: = -kx1 + k(X2-x1)
=-2kx; + kxo (1)
"'na 22 massa: mxz = -K(Xz2-X1) -kx2 = kX1 -2kx>  (2)

Definindo x.(f) = xa(t) + x2(t), X-(t) = x1(t) - x2(t)

=> (1) + (2): mX.(t) = -2kx1 +kx1 +kx, -2kx> = -kX,
(1) - (2): mX_(t) = -2kxy -kx1 +kX2 +2kx, = -3kX_

Duas equacoOes de osciladores harmonicos

Independentes!



A Equacao da Onda

Dois Osciladores acoplados

mX+(t) — 'kX+, mX_(t) — '3kX_
=> oscilador harmoénico com oscilador harmoénico com
W, = Vk/m , w. = V3k/m
d+X| | d |d_xl\ d+x1 _J_d_leL d+x1 N
Figura 4.17 Modo simetrico. Figura 4.18 Modo antissimeétrico.

Chamamos estes dois modos de oscilacao de
modos normais.



A Equacao da Onda

Trés Osciladores acoplados

Ao oor cw_»/f’
' s @_,WV o
/{/ - )@4 2 3
A

Fazendo a mesma coisa para trés osciladores acoplados:
mxq = -le + k(Xz-X1) = -2kX1 + sz

mxo- -k(Xz-Xl) + k(Xg-Xz) = le -2kX2 + kX3

mXs = -k(Xg-Xz) -kX3 = sz -2kX3

Também é possivel desacoplar estas trés equacoes
definindo trés modos normais, mas Isto nao interessa
neste momento.



A Equacao da Onda

Trés Osciladores acoplados

] Y EAE | @JM—/WMV «,(ﬂ_—///
/O< 5
A

Para chegar na mesma forma pras trés equacoes
chamamos as posicoes das paredes de Xo € Xa.
Ja que as paredes nunca sao deslocados das suas
posicoes "de equilibrio” temos xo = x4 = 0:
mxi1 = KXo -2kx1 + kX
MmX2 = kx1 -2kx> + kX3
mXs = sz -2kX3 + kX4
ou simplesmente mx; = kxi_1 -2kxi +kxi.., i=1, 2,3




A Equacao da Onda

Antes de Continuar: Algo sobre Molas 1

Se duas molas tém as mesmas dI_ =
propriedades (material, diametro do fio, = 20| =3
diametro das voltas, nimero de voltas por | | |=
unidade de comprimento no estado relaxado) =
menos o comprimento, uma delas medindo d e a [ |
outra medindo 2d, a segunda se comportara como duas
molas de d "em série". Aplicando uma forca F, o
deslocamento sera -2F/k, i.e. duas vezes o
deslocamento da mola de d.

Ja que k = -F/x, a constante de mola sera metade da de
comprimento d. => A constante de mola é inversamente
proporcional ao comprimento:

K=-F/X «d?*=K/d




A Equacao da Onda

N Osciladores e 0 Limite Continuo

7 Wr-@—p— - - -~ —U O %/

X,,:Od & X A XM Xnei =9
Generalizando o resultado de 3 para N osciladores:
Xi = kK/m - (Xi-1 -2Xi +Xi.1), 1=1,2, ..., Ncom Xo=Xn:1 =0

Sendo o comprimento do sistema L :

=> Distancia de equilibrio de cada par:

d = L/(N+1) ~ L/N (para grandes N)

Chamando a densidade linear (massa por unidade de
comprimento) de y = Nm/L = m/d

=> X = (K/d)/ud - (Xi-1 -2Xi +Xis1) = KU - 1/0? - (Xi1 -2Xi +Xis1)



A Equacao da Onda

N Osciladores e o Limite Continuo
Xi = K/u - 1/d? - (Xi-1 -2Xi +Xis1)

Em lugar de especificar a i-ésima massinha pelo indice |,
usaremos sua posicao de equilibrio x = id como variavel,
chamamos o desvio do equilibrio xi(t) de A(x, t), entao
entao X vira 02A/0t?

=> 92A/012 = K/u - 1/d? - [A((i-1)d, 1) -2A(id, t) +A((i+1)d, 1)]
= K/u - 12 - [A((-1)d, D) -A(id, 1) -A(id, t) +A((i+1)d, D)]
= K/u - 1/d - ([A((i+1)d, t) -A(id, H)/d -[A(id, 1) -A((i-1)d, D}/d)

Fazendo N - o=>d — O:
02A/0t2 = K/u - 1/d - (0A(id, t)/ox - 0A((i-1)d, t)/0x)
= K/U - 02A/0X?



A Equacao da Onda

N Osciladores e o Limite Continuo

02A/0t2 = K/u - 02A/0x2 => 02A/0x2 - u/K - 02A/0t2 =0
Chamamos uma equacao da forma

02y(x, t)/0x? -const. - 02y(x, t)/0t2 =0

de Equacao da Onda.

frequentemente escrevemos a constante como 1/v2
(obviamente, v = 1/¥/const., no caso das molas
acopladas, v = VK/u):

02y(x, t)/ox? -1/V2 - 02y(x, t)/0t2 = 0

Como 0 nome sugere, as solucoes sao ondas,
veremos Isto na proxima aula.
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