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Equacoes de Maxwell

As Leils de Maxwell

Em 1861 ou 1862, Maxwell
reconheceu, que as duas leis de
Gauss, e as de Ampere-Maxwell

e de Faraday-Lenz juntas descrevem
as interacdes entre campos elétricos
e magnéticos, e permitem previsoes

.?"'i

como a existéncia de ondas Jamgs Clerk Maytiell |
eletromagneéticas. (1831-1879)

Por isto, este conjunto € chamado As Leis de I\/Iaxwell ou
As EquacoOes de Maxwell.




Equacoes de Maxwell

As Leis de Maxwell

Lei de Gauss para o campo elétrico: §E-dA = Q/eo
Lel de Gauss para 0 campo magnético: §B-dA =0
Lei de Faraday-Lenz: $E-ds = -dds/dt

Lei de Ampere-Maxwell: §B-ds = Uol + Uo€o dD/dL
Juntas com a formula da Forca de Lorentz,

F=qgE +gvxB, =q(E + vxB) as leis de Maxwell
formam o fundamento do eletromagnetismo classico.



Ondas Eletromagnéticas

Lembrete: Fendbmenos Eletromagnéticos

IELEERAWNE As equacoes de Maxwell que descrevem fendmenos eletromagnéticos

Nome Equacao Descricao
Lei de Gauss para campos ﬁ FodA — Jenc O fluxo elétrico liquido ao longo de uma superficie fechada é propor-
elétricos € cional a carga elétrica nela contida.
Lei de Gauss para campos ﬁ‘ BedA =0 O fluxo magnético liquido ao longo de uma superficie fechada ¢ sem-
magneticos re nulo (ndo existem monopolos magnéticos).
gnét P lo ( t pol gneticos)
Lei de Faraday da indugao Lﬁ Buds ddy Um campo elétrico é induzido por qualquer fluxo magnético variavel.
ols =—
dt

Um campo magnético é induzido por qualquer fluxo elétrico variavel

Lei de Maxwell-Ampere - i ,
B'dS =M€ Molene A~ ” 1
dt ou por uma corrente qualquer.

Forca de Lorentz F = q(E + v X B) que conecta as
equacoes de Maxwell com as leis do movimento
Newtonianas.



Equacoes de Maxwell

As Leils de Maxwell na Forma Diferencial ou "no Ponto"

As leis de Maxwell na forma apresentada nos slides
anteriores também sdo chamadas de Leis de Maxwell na
forma integral e tratam de volumes e areas
Macroscopicos e seus contornos, superficies e caminhos
fechados.

Dividindo as primeiras duas pelo volume contido e as
ultimas duas pela area envolvida, cargas e correntes
contidas viram densidades medias (por volume ou por
unidade de area) de carga, pm OU p, ou de corrente, Jm
ou J, e fluxos de campos viram valores medias destes
campos.



Equacoes de Maxwell

As Leils de Maxwell na Forma Diferencial ou "no Ponto"

Fazendo, em seguida, os tamanhos dos volumes e
areas tenderem a zero, densidades e campos médios se
tornam densidades e campos locais, p, J, E e B,
Integrais de linha ao longo de espiras fechadas por
unidade de area envolvida se tornam componentes de
rotacionais (Vx = (9 |./0y-0 ,/0z, 0 /0z-0 /0Ox, 0/ ,/JOX-0 ,/0y),
vide FVV) e integrais de superficie sobre superficies
fechadas por unidade de volume envolvido se tornam
divergentes (V- =0 ./0x + 0 ,/dy + 0 ,/0z, tb vide FVV).



Equacoes de Maxwell

As Leils de Maxwell na Forma Diferencial ou "no Ponto"

Assim, elas tratam de propriedades locais dos cargas,
correntes e campos e chamamos elas de Leis ou

Equacoes de Maxwell na Forma Diferencial ou "no
Ponto™:

Lei de Gauss para o campo elétrico: V-E = p/eo
Lei de Gauss para o campo magnético: V-B =0
Lel de Faraday-Lenz: VXE = -0B/0t

Lei de Ampere-Maxwell: VxB = uoJd + to€o OE/0t



Equacoes de Maxwell

As Leils de Maxwell na Forma Diferencial ou "no Ponto"

Assim, elas tratam de propriedades locais dos cargas,
correntes e campos e chamamos elas de Leis ou

Equacoes de Maxwell na Forma Diferencial ou "no
Ponto™:

Nome Forma diferencial Forma integral
V
Lei de Gauss ?-E:ﬂ #E-dﬁ:ﬂ?( }
<0 v o
Lei de Gauss para o magnetismo WV - B = () # B -dA =0
av
JP
Lei de Faraday da inducao V x E= _a_B f E.dl= — B.5
ot as ot

Lei de Ampére B JE oy 0Pg s
(com a correcdo de Maxwell) V x B = pod + H‘:’”D_f_ is B - dl= pols + poco M




Equacoes de Maxwell

Combinando as Leis de Maxwell na Forma Diferencial

Olhamos para uma regiao no espaco, onde nao ha
cargas ou correntes (p =0, J = 0).

Il Na vizinhanca da regiao deve ter, sim, cargas e
correntes, senao nao teria campos elétrico e magnético.
l.e., estamos interessados em como 0S campos se
oropagam pelo espaco, e nao pelo que gera eles.

_el de Gauss para o campo eléetrico: V-E=0
_ei de Gauss para o campo magnético: V-B =0
_el de Faraday-Lenz: VXE = -0B/0ot

_ei de Maxwell*: VxB = €0 0E/0t
*a de Ampere-Maxwell sem a parte Ampere




Equacoes de Maxwell

Combinando as Leis de Maxwell na Forma Diferencial

Enquanto pela Lei de Faraday, a variacao (derivada no
tempo) do campo magnético influencia o campo elétrico,
pela Lei de Maxwell, a variacao do campo elétrico
iInfluencia o campo magnéetico.

Sera que, combinando as duas, a variacao da variacao
(segunda derivada no tempo) do campo eletrico
iInfluencia nele proprio (e a mesma coisa pro campo
magnético)?

Usaremos a identidade Vx(Vx) = V(V*) - V2,

onde V (sem -) & o gradiente (d/0x, /0y, 0/0z) e V2, 0
operador laplaciano (0%0x? + 0%/0y? + 0%/0z2).

A identidade pode ser comprovada escrevendo 0S
operadores nos seus componentes.



Equacoes de Maxwell

Combinando as Leis de Maxwell na Forma Diferencial

Tomando o rotacional da Lei de Faraday:

VX(VXE) — VX(-aB/at) I_Iei de Maxwell

=> V(V'E) - V2E = -V2E = -0/0t VxB = -a/at[.loﬁ'o OE/ot
jﬁna auséncia de cargas, — ~Mo€o 0/0t OE/0t = -Lio€o 0?E/01?

pela Lei de Gauss p. E

=> V2E -Ho€o 02E/0t2 = O

e tomando o rotacional da Lei de Maxwell:

Vx(VxB) — VX(HO€O aE/at) I_Iei de Faraday

=> V(YV-E) - V2B = -V?2B = lp€o 0/0t VXE = Lio€o 0/0t (-0B/0t)
=0 pelalLeide Gaussp.B = -Uo€o 0/0t 0B/0t = -Ho€o 02B/0t?

=> V4B -Ho€o 02B/0t2 = 0



Ondas Eletromagnéticas
V2E -lo€o 0?E/02 =0, V2B -lo€o 02B/0t2 = 0

Il S&o justamente equacoes de onda, com
v = 1NV o€ =: ¢ = 2.997 92:108 m/s

As equacoes de Maxwell prevéem a existéncia de ondas de
campos elétricos e magneticos propagando-se com veloci-
dade c, que é justamente a velocidade da luz, um indicio, de
gue a luz poderia ser uma destas ondas, o0 que € correto.

Chamamos elas de ondas eletromagnéticas.

Elas nao precisam de um meio para se propagar e a
velocidade da luz € a mesma em todos os referenciais, o que
foi descoberto por Michelson e Morley (1997) e é explicado
na teoria da Relatividade (Einstein, 1905, 1905 => aulas
mais pra frente).



Ondas Eletromagnéticas

Como sao estes Campos E e B?

Isto €, escolhendo o eixo +z na direcao da propagacao,
E e B podem ser na qualquer direcao, e ter gualquer
valor?

Se a propagacao € na direcao z, 0S campos nao variam
nas direcoes x e y => 0Exy,/0x = 0, 0Bx/0y = 0

Assim, as leis de Maxwell se tornam:
V-E = 0E/0x + 0E;/0y + 0E/0z = 0 => 0E,/0Z = O
V-B = dBx0x + dBy,/dy + 0B,/0z = 0 => 0B,/0z = 0
VXE = (QE-/0y-0E,/0z, 0E,/0Z-QEA/0X, AE/0X-QEx/0Y)
= -0B/ot = (-0B,/0t, -0B,/0t, -0B,/0t) => 0B,/0t =0

VXB = (AB/0y-0B,/0z, 0B:/dz-0B/0X, 0B,/dX-0B3y)
= Uo€o AE/Ot = Lo€o(OE/Ot, OE,/0t, DE./0t) => OE,/At = 0



Ondas Eletromagnéticas

Como sao estes Campos E e B?
Resumindo: 0E./0z, 0B./0z, 0B./0t e 0E./0t sao zero.

=> E, e B, sao constantes em z e t. Seria estranho se
fossem constantes diferentes de zero =>E, =B, =0
=>E, B 1L z (a direcao de propagacao).

Podemos escolher as direcoes dos eixos x e y tal, que E
é na direcao x => E, = 0.

Os demais componentes das leis de Faraday e Maxwell:
-0E,/0z = 0 = -0B,/0t => B, = 0 => B é na direcao y
0E,/0z = -0B,/0t

-0B,/0z = l10€00E /0t = c"20E./0t e

0B,/0Z = lo€x0E,/0t =0 => B, =0 (tb.)



Ondas Eletromagnéticas

Como sao estes Campos E e B?

Propagacao na direcao +z, E na direcao +x, B na
direcao y,

oE,/0z = -0B,/0t,

-0B,/0z = c"20E,/ot

Definindon=z-ct =>dz=dn, dt=-1/c-dn

=> 0E,/on = -0B,/(-1/c - dn) = coB,/dn
-0B,/0n = ¢ 20E./0t(-1/c - dn) = -c"10E,/0n

Pelas duas equacgoes: 0Ex = cdB, => B, = c*Ex + const.
Ja que gueremos gue 0s campos oscilam em torno de
zero, const. =0 => B, = |B| = c™1Ex = Cc!|E]



Ondas Eletromagnéticas

Resumo do Resultado y

Ondas Eletromagnéticas sdo campos elée-
tricos e magneticos oscilantes propagando-
se pelo espaco com velocidade c.

Sao ondas transversails, I.e., .
a direcao dos Campos é 7B
perpendicular a direcao de propagacao.

Os campos elétrico e magnético também sao
perpendiculares entre si,

a propagacao é na direcao E x B

e |[E| = c|B|.

eB=1/c-VvXxE,

onde v é o vetor unidade na direcao da propacao da onda.



Ondas Eletromagnéticas

Um exemplo simples e frequente
sao ondas senoidais,
ou harmaonicas:

E(x, t) = Emax cos (k(x - ct))
= Emax COS (kx - wt)
B(X, t) = Bmax C0S (K(X - ct)) = Bmax C0OS (kX - wt),

onde Emax € Bmax S&0 as amplitudes dos campos elétrico
e magnetico.

Valem as relacoes
Cc = Af = w/k
E/B = c (em particular Emax’Bmax = C)

https://www.youtube.com/watch?v=aJgKITMgNEA


https://www.youtube.com/watch?v=aJqKlTMgNEA

Ondas Eletromagnéticas

Uma onda eletromagnética plana propagando-se numa
direcao qualquer v = k/k e com polarizacao linear
(direcao do campo elétrico) na direcao € (versor
polarizacao) pode ser escrito:

E = Enax €c0s (K-r - wt + Q) = Emax € Re{elkr-«t+ o}
B=1/c-vxE
vale €v=20




Ondas Eletromagnéticas

Espectro Eletromagnético
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https://www.youtube.com/watch?v=-C2erXakQIQ


https://www.youtube.com/watch?v=-C2erXakQlQ

Ondas Eletromagnéticas

Dispersao

Efeito de dispersao da luz branca:
Separacao dos diversos comprimentos
de onda por um prisma (meio dispersor)
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Ondas Eletromagnéticas

Como e feita uma medida do espectro luminoso de um
objeto

Como veremos, em breve, Radaton =

a refracao da luz depende Prism

do comprimento de onda, é

assim temos o efeitode  ~

dispersao cromatica. ﬁ
y I

Convertemos a informacao Object

de comprimento de onda
em distancia em um dispositivo como este.

Dispersed
radiation

Detector



Ondas Eletromagnéticas

Luz do sol
A atmosfera também é um meio dispersivo...
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Ondas Eletromagnéticas

Radiacao de Corpo Negro

Qualquer corpo emite radiacao K
relacionada a sua temperatura, i
radiacao térmica.

O ser humano, por exemplo,
emite no infravermelho.

Increasing fluy ——

1x 1'5 X 10‘ 1x10° 15x10% 2x10% 25x10°% 3x10°

Um corpo ideal que absorve Wavelengtn (r)

toda a radiacao eletromagnética

gue incide sobre e a reemite em um perfeito espectro
termico, é chamado de Corpo Negro.

Este e tratado em Fisica Quantica.



Ondas Eletromagnéticas

Ondas de Radio e Micro-ondas

Radio FM TV UHF
(100 bandas possiveis) C. 14-83
Radio AM TV VHF | TV VHF Telefones
(106 bandas possiveis) C.2-6 C.7-13 CE]/HTS Wi-Fi
| 1 1 1 |- 1 1 | | 1 1 L1 i I/\I
10° 10° 107 108 1010
f(Hz)
Figura 11 o Sinal portador Smal modulador
res e sist (\m A A ﬂ w ﬂ Modulag¢ao em
(a) U u v U U NWU V ¢ amplitude

V(1) 4

Modulacdo em
r frequéncia

(b)

Mensagem

Figura 11.12 (a) Modulacao de amplitude. (b) Modulacao de frequéncia. Em ambos os casos, a curva
verde representa um sinal portador, a curva vermelha o sinal modulado e a curva azul representa a in-
formacao que é transmitida.



Ondas Eletromagnéticas

Energia em uma Onda Eletromagnética
Quanta energia transporta uma onda eletromagnética?

Supondo uma onda plana com amplitudes Emax

e Bmax = EmaX/C,

Nao faz muito sentido perguntar pela energia total
transportada pela onda, ja que uma onda plana ideal
preenche o espaco inteiro.

Faz mais sentido perguntar: Quanta energia por unidade
de area transversal e tempo, chamado intensidade ou
fluxo de energia ela transporta?

Calculando a energia em um volume de area transversal A
e "comprimento” (na direcao do propagacao da onda) A:
U= [vudV = [o"ue + us Adx = Afo* Us + Us dX



Ondas Eletromagnéticas

Energia em uma Onda Eletromagnética

Lembrete (FenOmenos Eletromagnéticos):

Ue = Y2€oE?, Us = 1/21uo B? = 1/210C? E? = Y2€0E?

Il As densidades de energia hos campos elétrico e
magnetico numa onda eletromagnetica plana sao iguais!

=> U = Afo* 2-Y2€0E2 dx = A€ofo? (Emax COS (2TTX/A - wt + ¢))2 dX
= A€oEmax? [o" (COS (21TX/A - wt + @))? dXx

Ja cansamos da integral de cos? sobre um c.d.o. (A/2):

=> (J = 1/2AEoEmax2/\

Ja que isto € a energia que atravessa A durante um
periodo (o tempo de a onda percorrer A), o fluxo sera
| = U/AT = <u> = Ya€0EmaxPA/ T = Y2C€oE max?



Ondas Eletromagnéticas

Vetor de Poynting

Definimos como vetor de Poynting

S = 1/,Uo -ExXB

Obviamente, S € na direcao da
propagacao da onda.

Ja que E 1L B, o modulo de S sera

0 produto dos maodulos,

S = 1/[.!0 -E-B = 1/[.!0 - E - E/c = ceoE?, [P B
exatamente a densidade de energia John Henry Poynting -
total da onda u il o S
=> S ¢é a densidade direcional do fluxo de energia, e

| = <|S|> = Yac€oEmax?

Il Para ondas nao-planas, o calculo € menos simples



Ondas Eletromagnéticas

Vetor de Poynting

SPara ondas ndo planas, o
resultado do vetor de
(hlfoynting nao é tao trivial

Figura 1 - A figura representa a configuracdo da superficie da frente de onda
de: (a) uma onda plana que possui o mesmo valor de fase e vetores de
Poynting (em vermelho) paralelos a direcdo de propagacdo, (b) uma frente de
onda com momento angular orbital que evidencia a variacdo de fase da frente
de onda e mostra o vetor de Poynting (em vermelho) precessionando em torno
do eixo de propagacdo.



Ondas Eletromagnéticas

Pressao de Radiacao da Luz

Radiacao eletromagnética nao tem so energia U, mas
tambéem momento linear (na direcao da propagacao) p.

O modulo deste momento linear é p = U/c
(=> parte Relatividade, para fotons ja conhecemos esta
relacao de fisica quantica, e radiacao consiste de fotons)

Se radiacao de intensidade / incide por um tempo At em
uma superficie de area A, tal qgue um montante de
energia AU = IAAt € absorvida, a radiacao também
transfere momento Ap = AU/c.

=> Forca aplicada pela radiacao na superficie:
F = Ap/At = AU/cAt = IAAt/CAt = IA/C



Ondas Eletromagnéticas

Pressao de Radiacao da Luz
F=IA/c

Isto exerce uma presséao
Pr=F/A=I/

Caso a radicdo nao é
absorvida, mas refletida,

a pressao da radiacao e

0 dobro deste valor, Pr = 2I/c.

A idela de velas solares se baseia em usar esta pressao
para "velejar na radiacao solar".

A pressao da radiacao solar na vizinhanca da Terra é
I/c = 1400 W/m2/ 3:108m/s =4.67-107¢ N/m2 = 4.67 yPa.
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