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Relatividade Restrita

Transformacao de Lorentz de Velocidades

Conseguimos calcular a transformacao de velocidades.
Sendo v uma velocidade (de um corpo ou uma particula)
em S, e v, a transformada de Lorentz de v, isto €, a
velocidade do corpo ou particula em S', e u = (u,0,0), a
velocidade relativa entre S e S' (como sempre) obtemos:

Vi = AXY/AL = A(y-(x-ut))/A(y- (t-ux/c?))
=Y (Ax-ulAt)/y(At-uAx/c?) cortar por At
= (vx - U) / (1-uv,/c?)
v, .= Ay/AL = AY/A(y-(t-ux/c?)) = Ay/y((At-ulAx/c?))
= v,/ y(1-uv,/c?)
Vv, = AZ'/At
= v,/ y(1-uv,/c?)
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Transformacao de Lorentz de Velocidades

Vx' = (Vx - U) / (1'UVX/C2)
v,' = v,/ y(1-uvy/c?)
Vv, = V. / y(1-uvx/c?)

A transformacao inversa é a mesma, trocando u por -u
(como sempre):

Vx = (V' + u) / (1+uvi'/c?)
v, = Vv, / y(1+uvy'/c?)
Vv, = V' / y(1+uvi'/c?),

e para velocidades u e v baixas (« c), re-obtemos a
transformacao de Galileu, como exigido pelo principio de
correspondéncia (simples de mostrar).
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Transformacao de Lorentz de Velocidades

Ja que, nesta geometria, u € na direcao dos x, uvx = u-v,
e podemos achar a transformacao por um boost por um
velocidade u em qualquer direcao:

V||u' — (V||u - U) / (1'U'V/C2)
vy, = v/ y(1-u-v/c?),

onde v|u € a componente de v paralela a u, e vi,, 0 vetor
2D composto das componentes perpendiculares a u.



Relatividade Restrita

Adicao de Velocidades

Supondo um objeto em movimento ﬁﬁuc&-i-ﬁ
A (aqui o foguete) com velocidade v,

em relacao a algum referencial de Tf‘ R )_
Interesse (por exemplo alguéem E .

YvYy

assistindo o foguete de fora), e um
segundo objeto B (aqui a bala)
sendo lancado com velocidade v, a partir do objeto A,
para saber a velocidade de B em relacao ao referencial de
Interesse, temos que somar as velocidades v; e v;
(vetorialmente).

V1

Na mecanica newtoniana, a soma é simplesmente
Vit = V1 + V>
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Adicao de Velocidades
V2 B
Vit = V1 + V2 ﬁgﬂﬂﬂ*—*'
e

Isto da no mesmo que considerar

0 objeto B deslocando-se com v ) A(S) )‘
em relacdo a S (o referencial de A), < >
e observa-lo de um referencial S’ Vi g

(0 de interesse), S movimentando-se com v; em relacao a
S' (=> S'se movimenta com -v, em relacao a S)

=> transformar v, por uma transformacao de Galileu pela
velocidade -v;.

Viot = TG.v,(V2) = V2 -(-V1) = V1 + V>
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Adicao de Velocidades na Relatividade

Na relatividade € a mesma coisa, s6 que temos gue
substituir a transformacao de Galileu por um boost pela
velocidade -v;.

Tomando v; na direcao dos x:

Vtot,x — (Vl,x + V2,x) / (1+V1,XV2,X/CZ)
Vioty = Vo, / Y(1+V1xV2x/C?)
Viotz = Vo2 / Y(1+V1xV2x/C?)

Exemplo: vi = v, =(0.999¢,0,0) => vt = (0.9999995¢,0,0)
Independente de quanto se "adiciona velocidade"
(acelera), nunca se alcanca (ou supera)

a velocidade da luz!
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O Efeito Doppler para a Luz

Lembrete: O Efeito Doppler para o Som.
E a mudanca da frequéncia de uma onda
sonora da fonte para um observador em
movimento em relacao a fonte,

devido ao fato, de gue crestas
sgb§eq_uent_es da onda §éo emitidas em EOAReE Doppier
distancias diferentes até o observador, (1803-1853)
fazendo que se soma ou subtrai ao periodo de oscilacao
da onda (o inverso da frequéncia), a diferenca de tempo
de viagem das crestas da fonte ate o observador.

Para calcula-lo, temos que levar em conta as
velocidades de fonte e observador em relacao ao meio
de propagacao da onda (o ar).
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O Efeito Doppler para a Luz
Lembrete: O Efeito Doppler para o Som

Dando nomes:
Vo: frequéncia da onda no referencial da fonte,
v: frequéncia no referencial do observador
Av =V - Vo. mudanca de frequéncia de fonte para observador
Av/vo. mudanca relativa de frequéncia
Cs. velocidade da onda (do som) em relacao ao
meio de propagacao (o ar), ~300 m/s.
vi. velocidade da fonte em relacao ao meio
Vo. vVelocidade do observador em relacao ao meio
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O Efeito Doppler para a Luz

Lembrete: O Efeito Doppler para o Som

fonte em movimento: v = vo/(1 Fvi/Cs)

Vi « Cs . AV/Vg = (V - Vo)/Vo = FV:i/Cs

observador em movimento: v = (1 £ Vo/Cs) Vo

Vo « Cs . AV/Vo = £Vo/Cs

=> ambos em movimento: v = (1 + vo/cs)/(1 Fv:/Cs) - Vo

Vs, Vr « Cs . AV/Vo = (Vo FV1)/Cs = Vrel/Cs

(sinais superiores p. approximacao, inferiores p. afastamento)
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O Efeito Doppler para a Luz

Mas para a luz, nao temos um meio de
propagacao (ja que Michelson e Morley
mataram o eter).

Esperamos gue, neste caso, o efeito
Dopp_ler seja uma funcao apenas da Christian Doppler
velocidade relativa entre fonte e (1803-1853)

observador. | —

Michelson Morley
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O Efeito Doppler para a Luz

Se a fonte de luz viaja com S', tomando agora
como At' um periodo de oscilacao da radiacao E—— E

- & - Strobe ligh

da lampada: At' = T" = 1/vo, (Vo = freq. de repouso): W ==

& -

Pela dilatacao do tempo temos em S: t,-t; = y/Vvo. / '

Mas t; e t, sAo 0S momentos da emissao das -

frentes de onda pela fonte.

Para calcular a diferenca entre 0s momentos da chegada no
observador em S, temos que adicionar a diferenca (aqui negativa)
de caminho, (t>-t1)-u, dividida pela velocidade do sinal, c.

Atobs = Vobs L = tr-t1 + (t2-t1)-U/C = y/Vo-(1+u/C) = vo t-(1+u/c)/(1-u?/c?)V?

=> Vons = Vo V(1-u/c)/(1+u/c) , para |u| « €. Vobs = Vo-(1-U/C)
onde u € negativa para aproximacao, e positiva para afastamento
relativo.
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O Efeito Doppler para a Luz

Isto vale para movimento na direcao da linha de visada.
Se a fonte esta se movimentando a um angulo 6 com a
linha de visada, a formula se torna (ur = u-cosé e u; = u-sen#):

Vobs — VO \/(1 UZ/CZ)/(1+UI‘/C)

Se a fonte esta se movimentando perpendicular a linha de visada,
ha um efeito Doppler transversal, devido a Dilatacao do Tempo:

Vobs = YV o = V(1-u?/c?) - vo

As vezes se define o redshift (deslocamento para o vermelho) ou
blueshift (pro azul) devido ao efeito Doppler (aqui u = ur, isto € 0
movimento relativo € na direcao da linha de visada):

Aobs = (1+2):Ao <=> Z = (Aobs-A0)/Ao = V(1+u/c)/(1-uv/c) - 1,

para ur « C. Z = Uud/c
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Colimacao Relativistica

Uma consequéncia disto &
a colimacao relativistiva
(ingl. relativistic beaming ——
ou headlight effect,
"efeito farol").

Além de mais azul, a luz
emitida pra frente também é mais intensa (e pra tras, menos
Intensa), ja que luz de comprimento de onda curta € mais
energeética, e a frequéncia no sentido de numero de fétons por
unidade de tempo é maior.

Assim, uma fonte de luz em velocidade relativistica irradia
principalmente na direcao do seu movimento (em relacao ao
observador).

— — — —
3=00 3=09 3 =099 3 =0.999
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Colimacao Relativistica

(a) YA (b) ¥i
s’ S
v=0,7c

- —0'=36° — Q= 15"

"
e

FIGURA 1-38 (a) A fonte em repouso em S’ esta se movendo com uma velocidade p = 0.7 em relacio a S. (b) Um pulso luminoso que se
propaga uniformemente em $’, quando observado do ponto de vista de S, parece concentrar-se em um cone. O angulo entre os raios
mostrados em (a) € 18°. O angulo entre os raios mostrados em (b) pode ser calculado com o auxilio da Equacdo 1-41. As linhas mais
grossas sio raios correspondentes nos dois referenciais.

Outra maneira de entender a colimacao relativistica é pela transfor-
macao de Lorentz de vetores na direcao dos raios de luz emitidos
pela fonte do referencial da fonte, S', para o do observador, S.
Enguanto eles s&do emitidos isotropicamente em todas as direcoes
em S', em S eles estao concentrados na direcao da velocidade
relativa (aqui +x).
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Colimacao Relativistica

(a)
Ax' _ Ax'
cAt’ A(ct")

= cos 0’

Yl

v=0,7c

' = 36°

3 |

(b)

yi

FIGURA 1-38 (a) A fonte em repouso em S’ esta se movendo com uma velocidade p = 0.7 em relacio a S. (b) Um pulso luminoso que se
propaga uniformemente em $’, quando observado do ponto de vista de S, parece concentrar-se em um cone. O angulo entre os raios
mostrados em (a) € 18°. O angulo entre os raios mostrados em (b) pode ser calculado com o auxilio da Equacdo 1-41. As linhas mais

grossas sio raios correspondentes nos dois referenciais.

cos 6 = Ax/cAt = y(Ax' + VA)/cy(At + vAX'/c?)

= (AX/At + v)/c(1 + vAX'/c2At)
= (Ax'/A(ct') + v/c)/(1 + v/c - Ax'/A(ct"))

= (cos @' + B)/(1 + Bcos 6"
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Colimacao Relativistica

(a) YA (b) vi Ax
' J _. = cos 6
Ax Ax o S S A(ct)
= — COs -
cAf  Aet') v=07¢
I‘l_- —"H":SG” I_-——"H= 15
i - -
X' X

FIGURA 1-38 (a) A fonte em repouso em S’ esta se movendo com uma velocidade p = 0.7 em relacio a S. (b) Um pulso luminoso que se
propaga uniformemente em $’, quando observado do ponto de vista de S, parece concentrar-se em um cone. O angulo entre os raios
mostrados em (a) € 18°. O angulo entre os raios mostrados em (b) pode ser calculado com o auxilio da Equacdo 1-41. As linhas mais
grossas sio raios correspondentes nos dois referenciais.

cos 6 = (cos @' + B)/(1 + Bcos 6')

Casos especiais: 8'=0=>0=0e0'=mr=>0=mVvp
f=1=>0=0V 6 todos os raios colimados pra frente
(excecao: B =1e 6 =rm/2 => cos 6 = 0/0 nao definido)
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Colimacao Relativistica

Exemplo: Para 8 = 0.99, metade da intensidade
luminosa emitida por S' esta concentrada num cone de
angulo 6 ~ 8.1 graus para S.

Isto tem gue ser levado
em conta, por exemplo,
em aceleradores de
particulas projetados
para producao de luz por
particulas carregadas,
COMO O SIrius:

https://Inls.cnpem.br/sirius/como-funciona-o-sirius/



https://lnls.cnpem.br/sirius/como-funciona-o-sirius/

Relatividade Restrita

10 arcsec

Colimacao Relativistica

Nucleus of M87

Outro Exemplo:

Em galéaxias ativas,
como a galaxia cen-
tral do aglomerado
de Virgo, M87, 1A
o nucleo emite jatos (F:I?re'zl;tegiantellipticalgalaxyM87 (b) Ashorteprr7’sjet
em direcoes opostas =, Active Galaxy M87

a velocidades relativisticas. E

Muitas vezes, apenas o jato vindo
na nossa direcao e visivel,

mas o contrajato, nao,

por causa da colimacao

relativistica.

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee



A Expansao do Universo

comprimento

O Redshift cosmologico de onda

Em 1914, V. M. Slipher descobriu, que
0S espectros da maioria das galaxias
sao deslocados para comprimentos
de onda maiores gue 0s de repouso.

Eles sofrem um redshift
("deslocamento para o vermelho").

espectro como foi

. emitido pela galaxia
Interpretando este redshift como um
efeito Doppler, Isto significaria. que espectro ao

L ] ; chegar na Terra
estas galaxias estariam se afastando de nos.

Uma excecao notavel € a galaxia de Andromeda, cujo
espectro sofre um blueshift, e que esta se aproximando.



A Expansao do Universo

O Redshift cosmologico

Na verdade, nao é exatamente um efeito
Doppler. E a expansio do Universo

(=> aulas Cosmologia), que "estica" os \
comprimentos de onda da luz que o permea.sy

Os comprimentos de onda sao esticados =

por um fator 1+z, onde z € chamado de e

redshift (cosmologico):

A= (1+2)-do B .

Para z pequenos («1), uma galaxia com 2@ AN

. e . \% ‘ Original wavelength =
redshift z esta se afastando com velocidade /f

— (a) Awave drawn on a rubber band ..
V=CZ

Q\

l S A
As proprias galaxias nao estao expandlndo & N @

Elas sdo gravitacionalmente ligadas. E o es- / T

paco entre as galaxias que esta expandindo.

(b) ... increases in wavelength as the rubber band is stretched.
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Lei de Hubble-leMaitre (1929, até 2018 Lei de Hubble):

Edwin Hubble (e independente- o M
mente, Georges leMaitre em 1927) | * &
descobriu, gue estas velocidades de
recessao das galaxias distantes sao B\ ;

proporcionais as distancias até elas ST "
(medidas usando estrelas _..
variaveis chamadas

cefeidas):
VvV = Ho'd,

onde Hy € chamado
constante de Hubble




A Expansao do Universo

Lel de Hubble-leMaitre

A constante de Hubble é uma
medida para a taxa da expansao
(inclinacao da reta no grafico).

O valor da constante de Hubble foi
um assunto controverso por décadas,
mas hoje as opinides convergiram
para um valor de ~70 km/(s-Mpc).

4]
=]

30 (uithurey de km por segunde)
FY &

Diagrama de Hubble:
velocidade de recessao vs. distancia.

Velocidade de recess:
[
o




A Expansao do Universo
Lel de Hubble-leMaitre \ /./

Se as velocidades de recesséo das - A
galaxias sao proporcionais as suas
distancias até nds, entdo estamos

no centro da expansao? P

Nao, num Universo expandindo uniformemente
(homogenea- e isotropicamente),
qualguer ponto "vé&" os outros pontos se

! | l ‘.-
i o,
N y
'\.M i
N ra
M .__.-"'
"
[ _l. .-.."
{7
#
i

N\ 5‘3
=> Qualguer ponto se "sente" como %
0 centro do Universo. J_‘ Y

afastando com velocidades proporcionais as

Afinal, a Terra é o centro do Universo? \ N\
suas distancias.



A Expansao do Universo

Lei de Hubble-leMaitre “Geonda

Além de comprovar a expansao do Universo, a Lei de
Hubble-leMaitre nos fornece um método para medir
a distancia até uma galaxia:

medir z através de uma linha espectral conhecida:
Z = A/Ao -1
=> Distancia d = v/Ho = ¢-z/H, valido para z < 0.13

até Um redShlft de 2, a férmUIa espectro como foi
emitido pela galaxia
d = ¢/Ho-[(z+1)2-1)/[(z+1)?+1]
espectro ao

€ uma boa aproximagao. chegar na Terra
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Intervalos no Diagrama Espaco-Tempo

ACl“

E Gtil definir distancias no diagrama
espaco-tempo, chamadas intervalos, A(Ct)I.\
COMO a seguinte grandeza: = cAt

"y

(As)? = (cAl)? - (Ax)? - (Ay)? - (Az)?

I (As)? pode ser negativo.

Il Alguns autores definem (As)? com sinal oposto:
(As)? = (AX)? + (Ay)* + (Az)? - (cAt)?
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Intervalos no Diagrama Espaco-Tempo

Calculando o intervalo As' da transformada de Lorentz
de (cAt, Ax, Ay, Az), (CAt, AX', Ay', AZ'):

(As)? = (cAf)? - (Ax')? - (Ay')? - (AZ')?
= (CA(y-(t-ux/c?)))? - (A(y-(x-ut)))? - (Ay)? - (Az)?
= y2-(CAt-ulAx/c)? - y2A(Ax-ult)? - (Ay)? - (Az)?
= y2-[cAt-uAx/c)? - (Ax-UAL)?] - (Ay)? - (Az)?
= y2:[C3(A1)? - 2UDXAL + UA(AX)3/c? - AXx? + 2AXUAL - UA(AL)?]
(Ay)2 (Az)?
2.[C3(AL)? - ucAt2 - (AX)? + u3(Ax)3/c?] - (Ay)? - (AZz)?
[c2(AD)3(1 - u3/c?) - (Ax)3(1 - u3c?)] - (Ay)? - (Az)?
[(1 - u?/c?)(c¥(Ar)? - (Ax)?)] - (Ay)? - (Az)?
A(A)l‘)2 (Ax)? - (Ay)? - (Az)?
S 2

(As)? € uma invariante de Lorentz!

o~<N~<N*<

~~
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Intervalos no Diagrama Espaco-Tempo
Um intervalo se chama:

- tipo espaco se (As)? < 0: pode ser o
eixo de uma dimensao espacial de
um referencial.

- tipo tempo se (As)? > 0: pode ser o
eixo do tempo de um referencial.

- tipo luz se (As)? = 0: pode ser o
caminho de um foton.

Na definicao com o sinal oposto, intervalos tipo espaco
tém (As)? > 0, e intervalos tipo tempo, (As)? < 0.



Relatividade Restrita

Intervalos no Diagrama Espaco-Tempo

Num intervalo tipo espaco, V|(As)?|

é a distancia propria entre 0s eventos,
a distancia entre eles num referencial,
onde eles ocorrem simultaneamente.

Num intervalo tipo tempo, As € o
tempo proprio entre os eventos (-¢),
o0 tempo entre eles no referencial,
naquele eles acontecem no mesmo lugar.

No caso tipo luz, As = 0 significa, que o tempo proprio é
zero. => Para fotons (ou qualquer particula viajando com
velocidade da luz) o tempo nao passal
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Intervalos no Diagrama Espaco-Tempo

A invariancia do intervalo tambéem
explica, por que uma troca de

referencial nao consegue causar ct\ SpaceTime
paradoxos com a causalidade
ou referenciais, naquelas viagens i

pro passado seriam possiveis.

World Line

Time Axis

Um intervalo tipo tempo é tipo

. ds ¥
tempo em todos os referenciais, "

Light
Cone

um tipo espaco e tipo espaco L 4

em todos os referenciais e um \450

tipo luz é tipo luz em todos os b .
referenciais. rostion A

Linhas de universo sempre vao pra frente no tempo.
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