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Interpretacédo Geomeétrica da Transformacao de Lorentz

Lembrete (Geometria analitica)

Em uma rotacao do sistema
de coordenadas S —» S' por um
angulo 6, a transformacao de
coordenadas de um ponto P
(ou do vetor posicao dele, r)

é realizada pela

matriz de rotacao:

cos @ senéb
-sen @ cos @

X X
y y

11l r (ou P) ndo muda. E apenas a representacéo por
coordenadas (a perspectiva) que muda.




Interpretacédo Geomeétrica da Transformacao de Lorentz

Relacao Matriz de Rotacao <=> Norma

Para um vetor Ar = (Ax Ay), a grandeza

Ar2 .= Ar-Ar = (Ax)?2 + (Ay)?,

chamada (quadrado do) modulo (ou, as vezes norma) de
Ar nao muda numa rotacao

(exercicio: Mostre que (Ax')2 + (Ay)? = (Ax)2 + (Ay)?)

=> |[nvariante por rotacoes

Na verdade, pela invariante conseguimos determinar, de
gue tipo de transformacao se trata, ou como € a matriz
gue a realiza.



Interpretacao Geométrica da Transformacao de Lorentz

Relacao Matriz de Rotacao <=> Norma
Seja a transformacao desconhecida:
AX|_[A B] AX]

Ay'l |C D||Ay|

entao (Ax')? + (Ay')? = (AAx+BAy)? + (CAx+DAy)?
= A%2(AX)2+2ABAXAYy+B2(Ay)2+C2(Ax)2+2CDAXAy+D?(Ay)?
= (A2+C?)(Ax)? + (2AB+2CD)AxAy + (B>+D?)(Ay)?
gue deve ser (Ax)? + (Ay)?
=>A2+(C2=1
AB+CD=0
B2+ Dz2=1




Interpretacao Geométrica da Transformacao de Lorentz

Relacao Matriz de Rotacao <=> Norma

A2+ C2=1(l), AB+CD=0(ll), B2+ Dz=1 (lll)

(1) e (Il): A e C devem ser um par sen/cos do mesmo
angulo, a mesma coisa para B e D
(INAD=-C/B=>(A=DeB=-C)*ou(A=-DeB=C)**
Ja que gqueremos gque identidade faz parte do nosso
conjunto de solucoes, ** é descartado, e chegamos em
A=c0s0,B=senf, C=-senf,D =cosb

exatamente a matriz de rotacao per um angulo 6!

(ainda daria para trocar B e C de sinal, mas isto da no mesmo
que trocar 0 por -6, entdo também é da mesma forma)

=> Se sabemos que uma dada transformacao deixa
alguma grandeza invariante (a norma da transformacao),
da para determinar a transformacao a partir da invariante.



Interpretacao Geométrica da Transformacao de Lorentz

Relacao Transformacao de Lorentz <=> Norma

De maneira analoga, podemos usar

a invariante da transformacao de Lorentz,
(lgnorando y e z que nao sao

afetados pelo boost no direcao de x),

Rotacao

para achar uma maneira de escrever

a transformacao de Lorentz que descreve,
0 que acontece no

diagrama espaco-tempo:

CAt|_|A B||CcAt

ct4

Trf. de Lorentz

ct'

Ax'] (C DJ| Ax

A7

A




Interpretacao Geométrica da Transformacao de Lorentz

Relacao Transformacao de Lorentz <=> Norma

Ja sabemos qua a transformacao de Trf. de Lorentz
7 . . A
_orentz e realizada por esta matriz: cty cr
ct']_[ v -Byl[ct X
I - y >
X ) By vy 7 x
. . ~ (@
mas vamos fingir que nao,

e determinar A, B, C e D a partir da invariante:

(CAE)? - (x')2 = (ACAt + Bx)? - (CcAt + Dx)? = (cAb)? -

=>A2-C2=1
AB-CD =0
B2-D2=1

(X)?



Interpretacao Geométrica da Transformacao de Lorentz

Relacao Transformacao de Lorentz <=> Norma

A2-C2=1(l), AB-CD =0 (ll), Trf. de Lorentz

B2-D2=1 (Il ctf o
Estas condicOes sao satisfeitas por X
pares de senos e cossenos hiperbdlicos Vs -
do mesmo angulo: }/r

Lembrete: ch ¢ = ¥2-(e*+e™®) = cos i¢

e sh ¢ = %2-(e?-e?) =i1-senig,
ch0=1,sh0=0,ch?2¢-sh?2¢g=1

Assim, a transformacao de Lorentz se torna:

ch ¢ -sh ¢
-sh ¢ ch ¢

Ct
X

ct
XI

, uma "rotacao hiperbolica"




Interpretacdo Geomeétrica da Transformacao de Lorentz

Lembrete: O comportamento das funcoes hiperbdlicas

10 ; : .

sinh{x) =——— !
coshix) _ ]
tanh{x) =— \ {

10 I
=10 -5




Interpretacao Geométrica da Transformacao de Lorentz

Relacao Transformacao de Lorentz <=> Norma

ct'|_[ch¢ -sho)(ct]_[v -By|[ct Trf. de Lorentz
X' | |-shgcheg)| x| |-By yJ| x ctf o
=>y=ch¢, B=shd/ch¢ = th ¢ v
Entdo, ja que ch2¢ - sh2¢ =1, }/r ’

yv? - (-By)? também deve ser 1.

V2- (ByP=v2-By2=y¥(1-p)=1v
¢ = th™t u/c é chamado rapidez (em inglés rapidity) da
transformacao.



Interpretacao Geométrica da Transformacao de Lorentz

Adendo: Formalismo ict:

Ja que (Act)? aparece com o sinal oposto que 0s
guadrados das coordenadas espaciais na norma, e
ch¢ =cosip esh¢=r1senip,

alguns autores definiram a coordenada temporal com
valor imaginario, ict, assim a trf. de Lorentz vira:

Ict| _ ict
3

COS Ip -I-senig
I-seni¢ cosip

e a Invariante (definida com o sinal oposto), (Aict)? + Ax2.
Este formalismo é, as vezes chamado "formalismo ict",
mas ele tem varias desvantagens e caiu em desuso.
(Em lugar disto, tratamos do sinal negativo pela métrica.)



Unidades Naturais

Na Relatividade e em outras areas frequentemente se
usa um sistema de unidades naturais, naquele a
velocidade da luz no vacuo, c (no SI, ~3-108m/s) € igual a 1.

Neste sistema;
- Velocidades nao tém unidades, e valores < 1,

- Tempo se mede em metros: 1 mde tempo € ~3.3-107° s
(o tempo, naquele a luz no vacuo percorre 1 m),

- Aceleracoes tém unidades de m/m?2 = m™, e Forcas, kg/m,

- Massa, Energia e Momento Linear tém as mesmas
unidades, kg,

- Os campos elétrico e magnético também tém as mesmas unidades,

- etc.



Unidades Naturais

Para gque se faz isso?

- Em muitos calculos pode-se omitir fatores c, ¢?, c?, etc.,
tornando eles bem menos laborosos
(por exemplo, alguns desta disciplina).

- Varias formulas se tornam mais elegantes e simétricas:
Exemplo: A transformacéao de Lorentz (sO p. x e t) vira:

X' = y-(x-ut), t = y-(t-ux), onde y = IN1-u2.

Existem varios sistemas naturais, naqueles algumas
constantes fundamenteis como ¢, a constante da gravitacao
G, a constante de Planck h (ou a reduzida h), a carga
elementar e, a massa do elétron me e/ou as do
eletromagnetismo &, e Uo (ou 4110 € Uo/41T) Sao igualadas a 1.



Quadrivetores (ou Tetravetores)

Ja que o espaco-tempo ou espaco de Minkovskij tem
4 dimensoes, 3 espaciais e uma temporal,

vetores neste espaco tem 4 componentes. (Ao
Definimos como quadrivetor A: (Ao, A1, Az, A3z) = 21
2

As)

Outras notacoes gue voces talvez encontrarao: *
(Ao, A), (Ao, Ax, A, A,), A% = (A0, A) = (A?, AL, A2, A3)
e todas com a coordenada "temporal" em 42 em lugar de 02 posicao
Il atencao, se em algum trabalho ha vetores com indices ambos
em sub - e superscrito. Isto entra em assuntos fora do escopo
deste disciplina

Exemplo: o quadrivetor evento: X = (Xo, X1, X2, X3)
("posicao no espaco-tempo”) = (ct, X, y, 2) = (ct, r) =




Quadrivetores (ou Tetravetores)

Outro exemplo:

Quadrivetor deslocamente, basicamente
a diferenca de posicao entre X; e Xz: AX =

E facil de ver que a transformacio de

ct, - ct)) (CAL
X2 -X1|_ | AX
ya-yi| |y
(Z2-21) Az

Lorentz (com u = (u,0,0), B = u/c, y = 1V1-2), agora
escrevendo y e z também, é realizada pela matriz A:

fCAtl\
AXI
Ay’

. AZ)

"y -By 0 0O
By y 00
00 10

.0 0 01

(CAL
AX
Ay

\A\Z )

, ou AX" = AAX

Ja que a transformacao inversa A1 € a mesma, mas por
-U, a matriz € a mesma, trocando os -y por Y.
Exercicio: Mostre que A*A = AA™1 = a matriz identidade.



Quadrivetores (ou Tetravetores)

Il Nem todas as entidades com 4 componentes

A = (Ao, A1, Az, A3) sao quadrivetores, apenas as gue se
transformam sob uma troca de referencial como o vetor
deslocamento, A' = AA, onde A é a matriz de uma
transformacao de Lorentz geral, I.e., um boost por uma
velocidade u numa direcao gualquer mais uma rotacao.



Quadrivetores (ou Tetravetores)

Produto Escalar e Norma Quadratica

Definimos como produto escalar no espaco de
Minkovskij

A-B=AoBo-Ai1B;1-A:B; - A3B; (!l atencao com 0s sinais)

e como norma quadratica de um gquadrivetor, o produto
escalar dele consigo mesmo:

A2=A-A :Aoz-Alz-Azz-Asz :A02 - A2

Il A2 pode ser negativa, ou nula sem A ser (0, 0, O, 0),
tipico de uma geometria nao Euclidiana.

Produto escalar e norma sao invariantes numa
transformacao de Lorentz (prova igual como pro intervalo).



Quadrivetores

A Metrica do Espaco-Tempo da Relatividade Restrita,
ou do Espaco de Minkovskij

No caso do vetor deslocamento, a norma quadratica é
justamente o intervalo no espaco-tempo:

AX2?2 = (CAt)? - (AX)? - (Ay)? - (Az)? = (CAD)? - Ar? = (AS)?,
por isto, a metrica deste espaco é:

(ds)? = (cdt)? - (dx)? - (dy)? - (dz)?
= (cdt)? - (dr)? - (r-dB)? - (r-sen 6 - dp)2

Em coordenadas esféricas



Quadrivetores

A Métrica do Espaco-Tempo da Relatividade Restrita,
ou do Espaco de Minkovskij

Esta metrica, (ds)? = (cdt)? - (dx)? - (dy)? - (dz)?,
é descrita pelo tensor métrico de Minkovskij g ou n:

(ds)? = dX-dX = dX g dX

1000

_ 0-1 00
—(c:dl“dxdydz)O 0-1 0

‘cdt
ax
dy

gouT =10 0 0-1

dz |

= (cat)? - (dx)? - (dy)? - (dz)?

Em geral, um produto escalar pode ser calculado por

A-B=AgB



Tempo Proprio

Definimos como tempo proprio T de um corpo ou particula
deslocando-se com velocidade v em relacao ao referencial
S como o tempo no referencial de repouso dela:

Pela dilatacdo do tempo: dt = dt/yv, onde yv = 1/V1-v2/c2.

I AqQui v ndao é a velocidade relativa de um referencial a
um outro, mas a velocidade de uma particula

(mas pode ser interpretado como a velocidade do
referencial de repouso da particula em relacao a S).

drz = dtz/yw? = dt3(1 - v3/c?) = dt? - vadt3/c? = dt? - dr?/c?
= c73(cadt2 - dr?) = c2ds?, onde ds? é um intervalo
iInfinitesimal ao longo da linha de universo da particula).

Ja que ds? é um escalar invariante de Lorentz, o tempo
proprio também o é.



Quadrivetores

Quadrivetor Velocidade

Se definissemos um "quadrivetor velocidade" como
(Vo, Vx, vy, V), deixando para determinar V, depois,

a transformada de Lorentz por (u, 0, 0) seria

(yVo-Byvx, -ByVotyvx, vy, V;), 0 que obviamente nao é
igual a (Vo', v«', v/, V'), Independentemente da escolha
de Vo. => (Vo, Vx, vy, Vz) NA0 € um quadrivetor.

mas V = dX/dt = ywdX/dt = y(cdt/dt, dx/dt, dydt, dz/dt)

= W(C, Vx, Vy, Vz) = (WWC, YwV)
é sim, um quadrivetor, ja que dX € um e dr € um escalar
Invariante de Lorentz.



Quadrivetores

Quadrivetor Velocidade

Da aula passada: vx' = (vx - uU) / (1-uvx/c?)
v,' = v,/ yu(1-uvx/c?), V. = V./ yu(l-uvx/c?)
=> V'2 —_ VX'2 + Vy'2 + VZ'2
(Vx - U)?2 + (V/Yu)? + (VZ/Y)Z/(1-uvx/c?)?
(vx - U)? + (1-u3c?)v2 + (1-u?/c?)vA)/(1-uvx/c?)?
Vx2 -2VxU +U? +V,2 -UV,2/C? +V2 -U?V,3/c?]/(1-uvx/c?)?
_v2 -2VxU +U? -U?v,2/c? -UvA/c?)/(1-uvx/c?)?

Para mostrar que V' = AV, precisamos mostrar que
YuYv = yv'/(l-UVx/Cz) (|),
ouU Yu W2 =y 2(1-uvx/c?)? (Il)



Quadrivetores

Quadrivetor Velocidade

Vu 2w 2 = v 3(1-uvi/c?)? (1)
Lado esquerdo de (ll):
Vu 2w 2 = (1-u?/c?)(1-v?/c?) = 1 -u?/c? -v?/c? +u?v?/cA
Lado direito de (Il): yw2(1-uvx/c?)? = (1-v'%/c?)(1-uvx/c?)?
= (1-uvx/c?)? - v'2(1-uvx/c?)?/c?
= (1-uvx/c?)?
- [V2 -2vxUu +U? -UPvy?/c? -uPvA/cl/(1-tuvx/e?)? - (1-tvx/Cc?)?/C?
= (1-uvx/c?)? - [v? -2vxU +U? -U?v,2/C? -U?V,?/C?)/C?
= 1 -2uvx/c2 +Ucvx3/c* -V3/c? +2vxU/c? -u?/c? +Uv2/c* +Uv2/c4
= 1 =2uvx/C? +U2vx3/c* +U2v,2/C* +U2Vv,2/c* -v2/c? +2vxU/C? -U?/c?
= 1 +u?v?/c* -v3/c? -u?/c? Igual o lado esquerdo

=> confirmado yuyv = W/(1-uvx/c?)



Quadrivetores

Calculando AV:
[ Vu-Buyu 0 O)ywec) [ VuWwC - uyuywvx/C) (yuyv-c(1-uvx/c?)
-Buyu Yu O Offywvy |-UyuWv + Yuywx | [ Yuyv:(vx-u)
O 0 1 0O|lwvy VvVy ~ | Vuyv: ViV
L. 0O 0 0 1)wvi | YvVz ) WYuWw VAW )
‘W/(1-uvx/c?) - c(1-uvx/c?) | VvC ! (yvC )
_[yw/(1-uvx/c?) - (vx-U) _ww(v-u)/(1-uvx/c?)| _ | ywvx'
~ [yw/(L-uvx/c?) - vi/yu vV, / vu(l-uvk/c®d) || wvy
W/ (1-uvx/c?) - Vi/yu ) WV / w(l-uvk/c?)) |V,
=> AV =V

A quadrivelocidade definida como V = w(c, vx, vy, V) Se
transforma de maneira certa (como o vetor
deslocamento), entao é um quadrivetor.



Quadrivetores

Quadrivetor Velocidade
V = w(C, Vx, Wy, Vz) = (WC, YwV)

A norma quadratica de V é
V2= V-V = (We) - (yw)? = WA(c? - v?) = cAnA(d—V?/C?) = c?,

obviamente uma invariante de Lorentz.

De maneira similar, podemos definir o quadrivetor
aceleracao como dV/dr = d2X/dt?2, mas este acaba nao
sendo muito importante para nos.

Anotem gue, ao contrario que na mecanica newtoniana,
na Relatividade a aceleracao nao e invariante numa
troca de referencial.
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