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Momento Linear e Energia Relativisticos

Uma das coisas que gostariamos "salvar" da mecanica
Newtoniana sao os conceitos de momento linear e
energia, jJunto com as leis de conservacao destas
grandezas, ja que eles sempre se mostraram muito uteis.

Sera que na Relatividade também existem estes
conceitos, e a conservacao deles?
E se for, qual forma eles assumem na nova teoria?

Comecando pelo momento linear, a hipotese mais natural
é que ele seja igual como na fisica Newtoniana, p = mv.



Momento Linear Relativistico

Olhando para uma coliséo perfeitamente ,
elastica de duas particulas com massa m IH'
como nesta figura, naquela o observador | \V\ Vﬂ
em S joga a particula A na direcao +y Sty

com a mesma velocidade, com aquela |

0 observador em S' joga a particula B i

na direcao -y (I = inicial, f = final): St———————————— -

. ) ¥y B
Vaiy = -VBiy =. Vy, l Tvai'

. . | 1
e a velocidade relativa entre as R A
referenciais, u, corresponde a v v A
componente x da velocidade inicial yl A

-

da particula B em S, Gl

u = (vx ;= Vaix, 0) (S'se desloca junto com B na direcao x)



Momento Linear Relativistico

No referencial S: Yy
M
Antes do choque: Q. . 08
5= (0, v, RS
= ((ve+u)/(1+uvei/c2), Vey' / yu(l+uvex/c?)) v e
_ (VX1 'Vy/ yu) i c|)VAi
A
Depois do choque: St-——— %
Vaf = (O’ 'VY)

Ver = (Vx, Vy/Vu)

Poti = MVai + mvsi = m(vx, (1-1/yu)vy)
Peott = MVas + MVer = m(vx, -(1-1/yu)vy)

O momento linear em x é conservado, mas em y nao!

Anote que, no limite nao-relativistico, y.— 1, este momento € conservado.



Momento Linear Relativistico

No referencial S":

(b) v BO
Antes do chogue: | TVBI
Vai = (-Vx, W) ol [t
vei = (0, -v)) Y ;ff:/ x%i
Depois do choque: U A
Var = (-Vx, -Vy/Vu) Sr————————————
ver = (0, vy)

Poti = MVa + MVsi = M(Vx, -(1-1/yu)v,)
Peott = MVas + MVes = m(vx, (1-1/yu)vy)

O mesmo resultado que antes: o0 momento linear em y
nao € conservado, e surgem problemas similares com a
conservacao da energia supondo K = 2mv2,



Momento Linear Relativistico

Voltando pro referencial S: Yl
I
Vai = (0, v)), Vi = (Vx, -Vi/Vu) Q. VB
Var = (01 -VY)1 Vgt = (VX1 Vy/yu) g I-——j—\r—":
X ()
Temos que definir um momento linear V| YA
tal, que ele é conservado na colisao. i o

e S

Faz sentido assumir p = X(v)mv, com v = |v| :
Pelo principio de correspondéncia, X(v) - 1 parav - 0.

Vai2 = Va? = Va2 = V,2, Va2 = Ve =. VB2 = Vx? + (V/Vu)?

=> piy = X(Vva)mvy -y 1X(ve)mvy = (X(va)-X(Ve)/yu,)mvy,
Py = -X(Va)mvy +y, 1X(Vs)mvy = -(X(va) X(VB)/Vu)mvy

Conservacao: py - Piy = 0 => X(va)-X(ve)/yu =

=> X(v8) = yuX(Va)



Momento Linear Relativistico

p=X(vimv,comv=|v|, X(v) - 1parav - O
Va =V, VB2 = Vx? + (V/Vu)?
X (VB) — yuX (VA)

No limite va - 0=>veg=Vvx=U
=> X(VA) — 1, X(VB) = Yu-= VB
Omitindo o B: X(v) = yu

O momento linear relativistico de uma massa m com
velocidade v é

p = yvmv, onde y, = 1/V/1-v?/c2

I O v aqui é a velocidade da massa/corpo/particula no
referencial de interesse, e nao uma velocidade relativa
entre referenciais.



Momento Linear Relativistico

E facil de verque 0 = 10{——t——t—r—
momento tende a | ERsEEanu e
eXpreSSéo CIé.SSica, g | relativistico p=mu/(1-u?/c?)
mv, para baixas |
velocidades, e ao
Infinito para v — c.

Exercicio:

Confira que, usando
p = yvWnmv, O
momento é
conservado no
exemplo dos slides anteriores.




Energia Relativistica

A partir de p = yumv podemos calcular a energia cinética
relativistica, supondo que ela € o resultado de uma forca
F || v que acelerou a massa, e que as relacoes classicas
F =dp/dt e dK = F-ds valem

(a forca F em si nao € muito importante na Relatividade;
a usamos apenas para este passo intermediario):

A energia cinética de uma massa m com velocidade v &
obtida integrando dK de v =0 (onde K=0)a Vv = v:

K = Iov F-ds = Iov Fds = I()V dp/dt ds = Iov d(y.mv)/dtds
= mfo" d(y,V')/dt ds



Energia Relativistica
K = mfo"d(y.v')/dtds

Antes de continuar determinamos dy./dv' e d(y.v')/dt:

dy./dv' = d(1-v¥c2)2/dv' = -2v'/c? - (-%2) - (1-v'%/c2)3~
= v'/c2 - (1-v'?/c?)372 *,
d(y.Vv')/dt =dy,/dt-v' + y.dv/dt = dy./dv' - dv/dt - v' + y.av'/dt
= (dy./dv' - V' + y,)dv/dt =* [v'/c2 - (1-v%c2)32 - v' + vy, 2y, 3]dv/dt
= [v'%/c? - (1-v'¥/c?)3? + (1-v'%/c?)(1-v'¥/c?)¥?|dv/dt
= (1-v'¥c?)*¥2adv'/dt **

=> K = mfo"d(y,V')/dtds =** m|q* (1-v'%/c2)*-dv'/dt ds
= mfo” (1-v'¥c3)>2ds/dt dv' = m[s’ (1-v'¥/c3)>?v' dv'
= mc?o¥ (1-v'¥/cd)*2v'/c2dv' =* mc3y.]o’ = (Yv - 1)mc?
= VvINC? - mc?
%H —
Eo



Energia Relativistica

Relacao de Energia Cinetica com Velocidade

De fato, em experimentos em que
elétrons sao acelerados a energias
de varios MeV e suas velocidades
sao medidas, as velocidades
seguem esta relacao, I.e.,

elas nao tendem ao infinto, U
mas a c.
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Momento Linear e Energia Relativisticos

Resumo
Momento linear relativistico: p = yumv

Energia relativistica: E = yymc?,
onde E; = mc? é a energia de repouso,
e K=E - Eos=(y-1)-mc? a energia cinética

Alguns ainda usam as grandezas massa de repouso, m
(que e simplesmente a massa) e massa relativistica, y.m.
Il Energia se manifesta como massa, e vice-versa.

=> Equivaléncia massa-energia

parav «c. p=mv,
K = ((1-v¥/c?)'?-1)-mc? = (1+%2-v?/c?>+0O((v/c)4)-1)-mc? = Y2-mVv?
=> O principio de correspondéncia ¢é satisfeito.



Momento Linear e Energia Relativisticos

Exemplo: A Massa Relativistica de Muons Cosmicos

Ja mencionamos oS muons, W, cOsmicos, H,,om,m,mmm)[
particulas criadas em choques de raios
cosmicos com as particulas no topo da
nossa atmosfera, que se deslocam de |a |
com velocidades ~0.9952 ¢ rumo Terra
(em relacao a Terra).

A massa de repouso do € 105.7 MeV/c?
(Lembrem que um eV = 1.602:1071° J).
Quanto sao energia e a massa relativis- |
tica medidas no referencial da Terra? oy

Vv = 1A1-0.99522 = 10.22

Baldo
30.000m




Momento Linear e Energia Relativisticos

Quadrivetor Energia-Momento

Energia e momento relativisticos podem ser juntados em
um quadrivetor, o Quadrivetor Energia-Momento, ou
simplesmente Quadrivetor Momento, Momento-Energia ,
Momenergia, Quadrimomento ou 4-momento:

P = (E/c, p) = (yvmc, yymv)

Isto € simplesmente o quadrivetor velocidade da ultima
aula, multiplicado pela massa do corpo/particula, entao
fiva evidente, que P € mesmo um quadrivetor:

NP =/AmV=mAV=mV =P

A norma quadratica (invariante de Lorentz) é
P-P = E2/c? - p?> = m?V-V = m2c?



Momento Linear e Energia Relativisticos

Quadrivetor Energia-Momento

Para fotons e outras particulas sem massa (glions, os
hipotéticos gravitons), a energiaeé E=hv=hc/A, e 0
momento p = E/c = hv/c = h/A, vetorial: p = hv/c - n,
onde n € o vetor unidade na direcao da propagacao do

foton:
=> Quadrivetor Momento do foton:
P = hv/c- (1, n)

A norma quadratica e
E?/c? - p%2 = (hv/c)? - (hv/c)? = 0,
l0gico, ja que a massa do foton € nula.



Momento Linear e Energia Relativisticos

Momento Linear e Energia Relativisticos
Formula util: E2 = (pc)? + (mc?2)?2 = p2c2 + m2c*

lParam#0ev->c,pekE -> oo,
um dos motivos, por agueles objetos com massa nao
podem alcancar a velocidade da luz.

Objetos sem massa (fétons, ...) tém que se movimentar
com a velocidade da luz. Senao eles teriam p e E zero
(e nao existiriam).

para estes, a ultima formula se reduz a ja conhecida
relacao de de Broglie: E = pc

(Iembrem a aula sobre pressao da radiacao, onde tivemos Ap = AE/C?)

Assim, fotons e afins tém, sim, uma massa relativistica
ou - dinamica: mw = E/c? = p/c = hv/c? = h/cA



Relatividade Restrita

Particulas de Massa Nula no Modelo Padrao

Féton: E a particula mediadora da
forca eletromagnética e, por nao ter
massa, pode "vigjar' a maxima
velocidade permitida.
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Gluons: Sao as particulas
mediadoras da forca nuclear forte,
gue mantéem os quarks unidos
dentro de prétons e néutrons.
Existem oito tipos de gluons, e todos sao considerados
sem massa.

GAUGE BOSONS
VECTOR BOSONS



Relatividade Restrita

Particulas de Massa Nula no Modelo Padrao

O Modelo Padrao original postulava
gue 0s neutrinos (leptons neutros)
nao possuiam massa, assim como
os fotons e gluons.

No entanto, experimentos
posteriores, especialmente aqueles
gue observaram a oscilacao de
neutrinos (neutrinos mudando de um
tipo para outro), provaram que 0S neutrinos possuem
massa, embora seja uma massa muito pequena.
Essa descoberta da massa dos neutrinos € um dos
desafios para o Modelo Padrao, pois este nao preve
diretamente como 0s neutrinos adguirem essa massa.

GAUGE BOSONS
VECTOR BOSONS
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Conservacao de Massa-Energia

Discussao de Einstein no artigo de 1905

Considere uma cavidade
evacuada de comprimento L.

Nas extremidades encontram-se

corpos A e B com massas A IE> B
despreziveis comparadas a

massa total M. 9 T >

Suponha que A transmita um "pulso” de energia AE
(pulso de luz) para B. Consideremos que o tempo do
processo emissao/absorcao é desprezivel comparado ao
tempo de transmissao: T =L/c

Esse pulso transporta momento dado por: Ap = AE/c



Conservacao de Massa-Energia

Discussao de Einstein no artigo de 1905

Pela leli de conservacao de <E
momento o centro de massa

(CM) do sistema (isto e,
a cavidade com 0s corpos Al AE )
A e B, mas sem a luz) deve ter

um momento de recuo dado por 9 T >
-Ap no sentido de B para A pelo tempo T,
assim temos um deslocamento:

-Ap/M - T =-AE/Mc - L/c = -L/Mc? - AE (sentido B — A)



Conservacao de Massa-Energia

Discussao de Einstein no artigo de 1905

Apos absorver a radiacao, o corpo B se desloca, devido
a um dispositivo (interno ao

sistema, com velocidade v, até
atingir o corpo A. A «—— B

Se a massa B, apds absorver

>
AE é m,, entdo novamente o CM L

do sistema val adquirir (durante o movimento de B), uma
velocidade dada por V=m,/M - v de A para B.

Esse movimento ocorre pelo tempo L/v até o corpo B
atingir o A.
Neste tempo, o CM (da cavidade sem B) se deslocou

porV.-L/N=mi/M-L (sentido A — B)



Conservacao de Massa-Energia

Discussao de Einstein no artigo de 1905

ApOs o corpo B atingir o A, ele transfere a energia AE
para A, ficando com uma massa

m-, e se desloca de volta para a
pOsIcao anterior. AllB —

Como antes, agora temos um

deslocamento do CM, dado por:
-my/M - L (sentido B — A)



Conservacao de Massa-Energia

Discussao de Einstein no artigo de 1905

Ao voltar para a posicao original, a situacao € a idéntica
a inicial.

E o deslocamento do CM pode
ser contabilizada como: A B

Ax=L/M-(m2 - m; -AE/c?)
(sentido A — B) ) L "

Contudo, tudo ocorreu apenas com forcas internas e,
portanto, a cavidade deve estar no mesmo lugar do
comeco, ou seja, Ax = 0. Entao: m, - m; = AE/c?

Isso nos leva a famosa relacao: E = mc?



ImplicacOes de E = mc?

Equivaléncia Massa-Energia: Massa e energia sao duas
manifestacoes da mesma coisa. A massa pode ser
convertida em energia, e vice-versa.

Energia de Repouso: Qualquer objeto com massa possui
uma quantidade inerente de energia (energia de repouso).
Isso foi um conceito radical, pois a fisica classica de Newton
considerava que um objeto em repouso Nnao possuia energia
(exceto sua energia potencial, se em um campo).



Implicacoes de E = mc?

Conservacao Massa-Energia: Em vez de leis separadas
para a conservacao da massa e da energia, a
Relatividade unificou-as em uma unica lei de
conservacao massa-energia. A soma total de massa e
energia em um sistema isolado permanece constante.

A equivaléncia massa-energia tem
sido confirmada com extrema
precisao em experimentos,

por exemplo, na medicao da
energia liberada em reacoes
nucleares e na comparacao com

a perda de massa correspondente.




Implicacoes de E = mc?

Defeito ou Déficit de Massa

Um atomo, por exemplo de hidrogénio, tem menos
massa gue seus nucleo e elétrons somados.

Isto €, por que 0 atomo tem menos energia gue seus
constituintes separados.

A diferenca e justamente a energia de ligacao.

O efeito é pequeno, no caso do atomo de hidrogénio
13.6 eV/c2 = 2.4-10735 kg (« me), mas mensuravel.

O mesmo acontece com 0s nucleos estaveis e seus
constituintes, prétons e néutrons.

Neste caso, a diferenca € bem maior, da ordem de
MeV/c?, e e base de energia nuclear.



Implicacoes de E = mc?

Exemplo: O Nucleo de Deutério d

E um isétopo do hidrogénio, cujo nicleo TN
consiste de um proton p* e um néutron n. /’ \
mp = 938.272 MeV/c?, ' \
my = 938.565 MeV/c? e \ /
mq = 1875.613 MeV/c? N\ /

(isto é, o nucleo do d)

=>mMmqy-(Mp+m,)=(1875.613-938.272 - 938.565) MeV/c?
=-1.244 MeV/c2 = -2.18-1073°kg

Ja que isto é negativo, mqg < my + my, 0 deutério € estavel,
e a energia de ligacao do nucleo de d = 1.244 MeV.



Implicacoes de E = mc?

Isétopos do Hidrogénio

Prétio Deutério Tritio
: . 1 préton
1 proton 11 npérﬁtt%nn 2 ngutrons

Table 2-1 Rest energies of some elementary particles

and light nuclei
Particle Symbol Rest energy (MeV)
Photon y 0
Neutrino (antineutrino) v(v) <1 x 10"
Electron (positron) eore (e') 0.5110
Muon (TR s 105.7
Pi mesons (pions) w @) ot 139.6 (135) 139.6
Proton p 938.272
Neutron n 939.565
Deuteron ‘Hor d 1875.613
Helion *He or h 2808.391

Alpha He or « 3727.379




ImplicacOes de E = mc?

A Fonte de Energia do Sol

Como mencionado na aula sobre
energia e pressao da radiacao
(=> parte Otica Ondulatoria), a
Intensidade da radiacao solar na
vizinhanca da Terra € ~1400 W/m?

Ja que a Terra se encontra a uns
d = 150 mi. km do Sol, e que o Sol
Irradia aproximadamente
Isotropicamente em todas as direcoes, isto significa que a
luminosidade (poténcia) total do Sol é

Lo = 4md?l = 4m(1.5-10 m)2-1400 W/m? = 3.9-10%6 W




ImplicacOes de E = mc?

A Fonte de Energia do Sol

O Sol tem idade 4.57-10° anos
e irradia Lo = 3.9-1026 W,

De onde ele tira esta energia toda?

Calculos supondo que a fonte seria
energia potencial gravitacional
liberada na sua contracao,

ou energia quimica nao chegam
nem perto da energia necessaria para explicar a
luminosidade do Sol.

No final do século XIX a fonte de energia do Sol era um
misterio.



Implicacoes de E = mc?

A Fonte de Energia do Sol

Em 1920, F. W. Alston descobriu qgue um atomo de hélio tem
da ordem de 7%. menos massa que 4 atomos de hidrogénio.

No mesmo ano, Sir Arthur Stanley Eddington
levantou a hipotese, baseado na equivaléncia
massa-energia da Relatividade, que a fonte
de energia do Sol poderia ser a transformacao
de hidrogénio em heélio por fuséao nuclear.

Ate hoje, isto € a Unica fonte suficientemente
rendosa para explicar a luminosidade do Sol.
De fato, modelos sofisticados da estrutura e
de criacao e transporte de energia no Sol nao deixam
duvidas, de que a fonte principal de energia do Sol, e das
estrelas em geral, € a fusao nuclear.




Implicacoes de E = mc?

4pt — gHe +2e" +2vg + 2v

No Sol, Isto acontece

predominantemente por um o
processo chamado cadeia p-p =5 @
(proton-proton). 0 EOR o

s - e . " =GP e
Ja que, inicialmente, 74% da P P e Ve
massa do Sol era hidrogénio, o - 7 9%
ele tinha um estoque para oW

gerar por "queima”
(fusao nuclear) de hidrogénio
uma energia de:

Am-c? = 0.007-Muc? = 0.007:0.74-Moc? = 9.3-1044 J,
o suficiente para brilhar por 75 bio. anos a taxa atual,
de 1038 transformacoes 4H — He por segundo.



Implicacoes de E = mc?

A variacao da massa do Sol

Se o Solirradia Le = 3.9:10%6 W,
segundo E = mc?, ele deve perder
massa.

A taxa de perda de massa é

dMe/dt = d(Ee/c?)/dt = 1/c? - dEe/dt
= Lo/c?=4.3-10° kg/s
1.4-10'7 kg/ano

Ja que a massa total da nossa estrela méae é
Mo = 2-1030 kg, ela pode brilhar ainda por muito tempo.

N



Dinamica Relativistica

Colisdo perfeitamente inelastica

E uma colisdo, naquela @

as particulas ficam
"grudadas" uma a outra
depois do choque,
como nestas figuras,
em S e S' (na configu-
racao de sempre).

Vamos calcular a
energia total nos
dois referenciais,
e determinar a massa M

YA S (

V2'

Vi'=(u,0)| =(v 0)
R

m m

vi = (2u/(1+u?c?), 0) |y,

before)

X

before)

,0)

m m

x Vo

— " —

M X

da particula formada pelas duas particulas grudadas.



Dinamica Relativistica

Colisdo perfeitamente inelastica

Primeiro em S (@

M = E/c? = (E1 + E>)/c? "} s tetore

— — V2'

= 2yumc?/c? = 2yum V= (,0) | =(u0)
—r(?:?H— s e’




Dinamica Relativistica

Colisao perfeitamente inelastica

Agora em S: )
Definindo B := u/c:
Yv. = (1_V12/C2)-1/2 Vi = (2u/(1+u?c?), 0)

before)

r"yz ~ (9_’0)

= (1-Qu/(1+B2))Ycd)v?  — o
= (L-4B%/(L+2)7) 2

= ((LH2P-4A/(L+2))

= ((L+2B+B4-4B2)/(1+57)) 2

= ((L-2p+BAV(1+B2) 2

= (L-B)(1+67) 2

= (L+)/(1-5)

Tm

X




Dinamica Relativistica

Colisdo perfeitamente inelastica

Agora em S: %

=> M = E/yuC2 b g

= (E1 + Ez)/yuC2

= (YvMe2 + y,.me?)/yue? V:=Cyinse.0 v:=©0 v
m X M X

= ((1+p3)/(1-p?) + 1)(1-p?)* - m

= ((1+B2+1-p3/(1-B2))(1-A)"? - m = (2/(1-BH))(1-p)Y - m

=2N1-32 - m = 2yum = 2m + 2K/c?,

onde K € a energia cinetica inicial de cada uma das

particulas em S'.

=> M é igual nos dois referencias, e maior que a soma

das massas das duas particulas iniciais.

before) YA S (after)




Dinamica Relativistica

Variacdo de massa de um sistema de 2 particulas e uma
mola

O mesmo resultado seria @ m e m
obtido se a colisao fosse elastica, N UL R
supondo por exemplo que existe s i)

uma mola de massa desprezivel M

quando relaxada que vai © m | o m
absorver a energia cinética (VT
Inicial das particulas incidentes. 5y A
Quando a mola esta maximamente &

comprimida, ela absorveu os 2K e a massa total
(mola + particulas) tambem é M = 2m + 2K/cz.



Dinamica Relativistica

Variacdo de massa de um sistema de 2 particulas e uma
mola

Na segunda parte do choque @ m N— m
elastico, os 2K sao devolvidos (2P0 u
as particulas e voltam a ser >

energia cinetica delas.

Em todos os momentos (antes, durante e depois de
chogue), a massa total do sistema particulas + mola é M.



Dinamica Relativistica

A Massa de um Sistema

Qual a massa total

desse sistema? &

yV — 1/-\/1'062 — 125 v=0.6¢c v=-0.6c

=> momento de cada (m):" ‘—9_4 .
particula: p = yymv = 3kgc =% =
energia de cada ~

particula: yvmc? = 5 kgc?
Esta ultima também pode ser calculada usando
E2 = (pc)? + (mc?)? => E = V32 kg2c* + 42kg?c* = 5Kkgc?

=> Msistema = Ewt/C? = 2 - 5kgc?/c2 = 10kg > 4 kg + 4 kg
De novo, a energia cinética interna contribui pra massa.




Dinamica Relativistica

A Massa de um Sistema

Em resumo, a massa

de um sistema € a soma[b} = S —

de toda e qualquer forma

de massa e energia O ) LGRLLE
(positiva ou negativa)

contida pelo sistema.

>V

Aqui 2 videos de PBS Space Time explicando, que a
Equivaléncia Massa-Energia realmente é fundamental:
The Real Meaning of E = mc2:
https://www.youtube.com/watch?v=X0232kyTsOO0

The True Nature of Matter and Mass:
https://www.youtube.com/watch?v=gSKzgpt4HBU


https://www.youtube.com/watch?v=Xo232kyTsO0
https://www.youtube.com/watch?v=gSKzgpt4HBU
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