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Como determinar a funcao de onda?

Fisica Classica

Potencial, por exemplo altura do chao .
Av(x) P P A probabilidade de encontrar a

particula aqui € baixa,

aqui ela é intermediaria,

e aqui alta

>
X

A probabilidade de encontrar a particula numa dada posicao x
depende do potencial naquela posicao, V(x).

O potencial V(x) é a energia potencial que a particula teria na

posicao x. Ele € uma funcao da posicao e tem um valor mesmo
sem que a particula se encontre la.



Um exemplo: A Particula Livre

(Funcéao de onda “caindo do ceu” para ser usada em exemplos)
E uma particula submetida a nenhuma forca:

F(x, t) =-dV(x, )ldx =0=> V(x, t) =const. =0

A funcao de onda correspondente é

Y(x, t) = C-e'®-») (Deducao mais tarde nesta disciplina)

gue descreve uma onda com numero de onda k e
frequéncia angular w propagando-se na direcao x.
Com k negativo, ela representa uma onda propagando-
se na direcao -x.

Il Esta funcao de onda descreve uma onda pura, que se estende
pelo espaco inteiro e nao € normalizavel. Uma particula real € um
pacote deste tipo de ondas, como visto duas aulas atras.



Operadores

Funcao fop, gue age sobre ¥(x, t) (ou Y(x)), tal que o resultado fopW(x, t)
€ uma nova funcao de x (e t), preferencialmente uma funcéo util.

Os operadores usados nesta disciplina sao da forma produto de
alguma grandeza fisica f(x, t) e a funcao de onda:
fopl,U(x, ) = f(x, t)-Y(x, 1)

Exemplos:

Operador momento linear: Py, = hli - d/ox,

0 gue significa popllJ(x, t) = hli - 0W/ox = p(x, HW(X, 1)

No exemplo da particula livre temos

popW(x, t) = hli - 0¥W/ox = hli - 0(C-e™-»))/gx = hli - C-ik-e "«x-w)

= hk - C-e'™®-®) = p(x, H)P(x, 1),
de acordo com a relacao de deBroglie p = hk



Operadores

Exemplos:

Operador hamiltoniano (dependente do tempo), isto €, energia total:
HOIO ou H =ih - dlot

=> Hopq-’(x,t) = Ih - dW/ot = E(x,H)WY(x,t) = E-W¥(X,t) (E independe de x e t)
No exemplo da particula livre:
Hoqu(x,t) = jh - 0W/ot = ih - 0(C-e'®w0)/gt = jh - C-(-iw)-e "
= hw - C-e'®kw) = F.Q(x,1),
de acordo com a relacao de deBroglie E = hw
Operador energia cinética (m = massa da particula): -h*/2m - 0°/0x*

-A’I2m - 0°W[ox* = E__ (x,0)¥(x.t)

No exemplo da particula livre:

-h*I2m - 0°WI0x* = -h*/2m - 0%(C-e ®)[ax* = -h*[2m - C-(ik)?-e o)
= h*°k?/2m - C-e®w) = p2[2m - Y(x,1)

=>E _(x,H)) =p*2m  como ja sabiamos

cin



Operadores

Exemplos:

Alguns operadores nao podem ser escritas de maneira diferente,
do que “grandeza multiplicado por”, por exemplo

Operador posicao: Xop = X
Operador (energia) potencial: V(x)-

=> Operador hamiltoniano independente do tempo:
H  ouH = -h*I2m - 0°10x* + V/(x)-



Operadores

Lista de operadores

Posicao: x = x:

Momento linear: Py = hli - 0/ox

Caso 3D: Pyop = hli - d/ox, P, = hli - dldy, p
P, = hli -V

Hamiltoniano independente do tempo: H_ ou H = -h?/2m - 0%/0x* + V(X)-

Caso 3D: H_ =-h*2m - V*+ V(x, ¥, 2)-

- hli - dl0z

Z,0

Hamiltoniano dependente do tempo: Hop ou H = ih - dlot

Momento angular em quadrado (coordenadas esféricas):
(L?),, = -h*-(L/sen 6 - 9/06(sen 6 - 0/06) + 1/sen’6 - 3°/0¢°)

Componente z do momento angular: L, o= hli - 0/0p = -ih - /0@
=hli - (y-0/0z - z-3/dy)



Valores Esperados

O valor esperado para uma grandeza fisica f relacionada a uma
particula/onda descrita por uma funcéao de onda (/(x) € a média
ponderada de todos os valores possiveis desta grandeza, 0s pesos
sendo as probabilidades de ocorréncia destes valores:

<f>=[_"P(X) f(x) dx =] _"W)*@x)f(x) dx = | ") F)P(x) dx

ex. valor esperado para a posicao da particula (isto €, f(x) = x):
<x>=[ “P(x)* x Y(x) dx

Para grandezas dadas por operadores, f(x){/(x) = foptp(x):
<f>=] We)* 1 w(x) dx

ex. valor esperado para o momento linear da particula:
<p>=[ “Y(x)* pop(/,I(X) ax =] “W(x)* - hii - oPlox dx

11 O valor esperado nao necessariamente coincide com o valor mais
provavel!



Autofuncoes e Autovalores

Uma funcéo de onda W é chamada autofuncao do operador fop, se
fopLIJ é um multiplo de W:

foptlf = const.- ¥

A constante € chamada autovalor do operador, e seu valor
corresponde ao valor (constante) da grandeza representada pelo
operador.

Exemplo:

A funcéo de onda da particula livre, ¥ = C-e™®-«) & autofuncéo do
operador momento linear, ja que

p,, ¥ =hii- 0(C-e™-)ox = hli - ik-C-e'®-*) = hk-Y = const.- ¥,

e o valor constante do momento linear € p = hk.



A Equacao de Schrodinger

Como achar a Funcao de Onda, dado o potencial V(x(, t))?

Para particulas (grandeza de interesse: a posicao x(t)):
2% Lei de Newton: a = F/m ou 0°x/ot° = -1/m - aV/0x

Para ondas (Grandeza de interesse a(x,t) ou A, w e Q).
Equacdo de onda: 0°aldx® = 1/v° - 0°alot

Para funcoes de onda (Grandeza de interesse ¥(x,t)):
Equacao de Schrodinger (dependente do tempo):

-h*[2m - 0°W(x, t)Iox* + V(x, t)-W(x, t) = ih - OW(x, t)/ot

(Esta nao usaremos muito)

-

Erwin Schrodinger



A Equacao de Schrodinger

-h*[2m - 0°W(x, t)Iox* + V(x, t)-W(x, t) = ih - OW(x, t)/ot
Como exemplo conferimos, se esta equacao e satisfeita pra
Particula livre, V(x, t) = 0, W(x, t) = C-g'x-0;

Lado esquerdo:

-h*2m - 0°W(x, t)Iox* + V(x, t)-W(x, t) = -h*/2m - 0°(C-e®<-“9)/ox* + O
= -h*/2m - C-(ik)*-e®-©) = h*k?/2m - W(x, t) = p°/2m - Y(x, {)

Lado direito:

ih - oW/ot = ih - 0(C-e®-29)/gt = jh - C-(-iw)-e ™9 = hew - Y(X, 1)

Os dois lados sé&o iguais, se E = p*/2m = hw,
O que € 0 caso pra particula livre.

QED



A Equacao de Schrodinger

Em muitos casos, o potencial nao depende do tempo V = V(X).
Nestes casos, podemos separar ¥Y(x, t) em uma funcao que
depende apenas da posicao, e uma que depende so do tempo:

W(x, t) = Y(x)-@(t), onde @(t) = e'Eh

I O modulo de ¢(t) é sempre 1, tal que @(t) ndo influencia na
distribuicao de probabilidade:

Px, 1) = [¥(x, D]° = [@wx)- @@= [L)|*-|e@)]* = 1-|gwXx)]* =: P(x)
e 0p()/ot = (e E™M)/ot = -iEIh-eE™ = SiEIR-o()

A Equacéao de Schrddinger vira:

-h?12m - 0* (P (x)-@(1))/ox* + V(X)-@(x)-@(t) = ih-0(W(x)-@(t))/ot
=> -}W)hz/Zm - 0 (Y(x))ox* + gt} V(X)-Y(x)
= ((x)-ih-0@(0)/0t = () JA- (AEJH- (1)

A Equacao de Schrodinger independente do tempo:
“A%I2m - 62Lp(x)/ax2 + V(X)-l.,U(X) — E-l,U(X) Erwin Schrédinger




A Equacao de Schrodinger
-h*2m - d°Y(x)/ldx* + V(x)-w(x) = E-@(x)

Ja que o potencial da particula livre, V(x, t) = V(x) = 0 é constante,
deve ser possivel escrever a sua funcédo de onda desta maneira:

('IJ(X, t) — C_ei(kX-O)t) —_ C_eikX_e-iwt —_ C_eikX_e-iEt/h —_ W(X)_(p(t)’
onde @(t) = e’" como deve ser, e
W) = Ce™

Esta ultima funcéao satisfaz a Equacao de Schrodinger
Independente do tempo?

Lado esquerdo:

-h*2m - d*w(x)ldx* + V(x)-@(x) = -h*12m - d*(C-e™)/dx* + 0
= -h*/2m - C-(ik)?>-e™ = h*k?/2m - C-e™ = h*k?/12m - Y(x),
0 que equivale ao lado direito, se E = p%2m = h°k?/2m.

QED



A Equacao de Schrodinger

A Equacao de Schrodinger independente do tempo:
-h*2m - d*Ww(x)ldx* + V(x)-@(x) = E-(x)

O lado esquerdo desta equacao € justamente o operador
hamiltoniano independente do tempo aplicado em , e podemos
escrever a equacao de Schrodinger independente do tempo como

H, W(x) = E-p(x)

A resolucao da Equacao de Schrodinger independente
do tempo para um dado potencial V(x) &, entdo, nada
outro gque a determinacao das autofuncoes do
operador hamiltoniano independente do tempo

(as funcoes de onda procuradas), e dos autovalores
(os valores de energia) correspondentes.

Erwin Schrodinger



A Equacao de Schrodinger

R* d%y

B a2

+ V[:I::IT,L'J[:I::I = E [I::I

Normalmente, ha mais de uma solugao ¢/(x), 1 = 1, ...

Isto significa que existem varias funcoes de onda possiveis,
(analogo as diferentes oOrbitas no atomo de Bohr).
Cada funcao de onda (. tem seu propria valor de energia E..



A Equacao de Schrodinger

Quando as energias de duas funcoes de onda, Y (x) e L,Uj(X), onde
I%f, Sao iguais, E,-:E,-’ se diz que este nivel de energia € degenerado.

Neste caso, a Equacao de Schrodinger e linear, isto é:
Se, para um dado potencial V(x), ¢, e ¢, sao solucoes com a

mesma energia,

-A?12m - AP, ()/dx® + V(X)-,(x) = E-,(X) e
-h?12m - dPY,()1dx® + V(X)-(x) = E- (X)),
entao qualquer combinacao linear de , e Y.,

Y =c,, +c,y, tambem é solucdo com
a mesma energia:

-h*I2m - d°Y(x)/ldx* + V(x)-Ww(x) = E-@(X)

¥ e
“T

E um bom exercicio mostrar isto em casa. Erwin Schrbding



Condicoes, que uma funcao de onda
tem gue satisfazer

- J(x) tem que satisfazer a Equacao de Schrodinger

- Y(x) e dy(x)/dx tém que ser continuas (excegao: pode ter quinas
em posicoes de transicao para regioes com potenciais infinitos)

- Y(x) e dy(x)/dx tém que ser finitas
- P(x) e dy(x)/dx tém que ser univocas

- condicao de normalizacao: [ "P(x)dx = [ “¢x)*@w(x)dx = 1
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