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A Equacao de Schrodinger

Lembrete
Equacao de Schrodinger (dependente do tempo):
-h*l2m - 0°Y(x, t)lox* + V(x, t)-Y(x, t) = ih - OW(x, t)/ot

(Esta nao usaremos muito)

A Equacao de Schrodinger independente do tempo:
-h*l2m - d°Y(x)/ldx* + V(x)-w(x) = E-@(x)

Serve para achar, para um dado potencial,

as funcoes de onda e as energias
correspondentes da onda/particula submetida
e este potencial

Erwin Schrodinger



Condicoes, que uma funcao de onda
tem gue satisfazer

- Y(X) tem que satisfazer a Equacao de Schrodinger

- Y(x) e dy(x)/dx tém que ser continuas
(excecao: pode ter quinas em posicoes de transicao
para regioes com potenciais Infinitos)

- P(x) e dy(x)/dx teém que ser finitas
- Y(x) e dy(x)/dx tém que ser univocas

- condigao de normalizagao: | "P(x)dx = [ "@Xx)*@(x)dx =1



A Particula Livre

V(X)

>
X

Caso classico:

E > 0: Uma particula se movimentando com velocidade constante
pra direita ou esquerda (v = +V2E/m)

E < 0: Nao existe



A Particula Livre

Caso guantico
AVouE

NANA WV ANYANN
IVARVARVARVA

V(X)

Equacao de Schrodinger dependente do tempo p. E > O:
-h*l2m - 0°Y(x, t)Iox* = ih - AY(x, t)/ot

solugdo: W(x, t) = C-e®x-w i3 que

WY(x, 1)/ox? = C-Pk?-eitk-wd = k2 - Y(x 1), e
OW(x, )/t = C-(-iw)-e#h-wh = _jey - Y(x, )
=> E.d.S.: -h?k?2m - W(x, t) = hw - W(x, 1)



A Particula Livre

Caso guantico
AVouE

NANA WV ANYANN
\VARVARVIRVA

V(X)

Equacao de Schrodinger dependente do tempo p. E > O:

B212m - 8*W(x, 0)/0X? = ik - dW(x, 1)/ot

solucao: W(x) = C-e'x-w) = g-w.C.e ¥ = ¢(t)-(x), onde
gD(t) —e -t — —e -IEVh => E = h&),
Y(x) = C-e*™, E=E =h*?2m <=>k =v2mE/h



A Particula Livre

Caso guantico
AVouE

NANA WV ANYANN
IVARVARVARVA

V(X)

<y

W(x) = C-g ittkx-

A solucao com +k corresponde a uma onda propagando-se pra direita,
jaque W(x) = C-e'x-w) = C.ek*-v) com v = w/k, é da forma g(x - vi)
e analdgicamente, a com -k, a uma onda propagando-se pra esquerda.



A Particula Livre

Caso guantico
AVouE

NANA WV ANYANN
IVARVARVARVA

V(X)

>
X

Ja que V(x) = 0 nao depende do tempo, também
deve ser possivel resolver o problem da particula livre usando a
Equacao de Schrodinger independente do tempo:

B22m - Pw(x)0xXE = E - Y(x)

Ww(x) = A-sen kx + B-cos kx
=> 02W(x)/3x? = A-(-k?)-sen kx + B-(-k?)-cos kx = -k* w(x)
=>E.d.S.: i?2k22m - w(x) = E - y(x)



A Particula Livre

Caso guantico
AVouE

NANA WV ANYANN
IVARVARVARVA

V(X)

>
X

Ja que V(x) = 0 nao depende do tempo, também
deve ser possivel resolver o problem da particula livre usando a
Equacao de Schrodinger independente do tempo:

-h*I2m - 0°Y(x)/ox* = E - Y(x)
Y(x) = A-sen kx + B-cos kx, onde E = E, = h*k?/2m <=> k = £V2mE/h

E < 0: sem solucao



A Particula Livre

Caso guantico
AVouE

NANA WV ANYANN
\VARVARVIRVA

V(X)

>
X

E frequente na fisica quéntica colocar tudo no mesmo desenho:

- 0 potencial V(x),

- as energias das funcoes de onda, como linhas horizontais,

- e as (partes reais das) funcoes de onda, usando as linhas que
representam as suas energias como eixos X.
As escalas verticais das funcdes de onda sao normalmente
arbitrarias (afinal a unidade da funcéo de onda ndo é a mesma

gue a do potencial/energia).



A Particula Livre

Caso guantico
AVouE

NANA WV ANYANN
\VARVARVIRVA

V(X)

>
X

Mas o0 que as solucOes encontradas usando a Equacao de
Schrddinger dependente do tempo, C-e**, e estas ultimas tém a ver
uma com a outra?

As ultimas sdo combinacdes lineares das solugdes C-e** ja que:
COS kx = Va-(e*™ + e ®) e sen kx = -i/2-(e "™ - g )

(e vice-versa: e "™ = cos kx + I-sen kx e e ™™ =cos kx + -i-sen kx)



A Particula Livre

Caso guantico
AVouE

NAWA iV ANYANN
VARVARVARVA

ventre

V(X)

>
X

=> A-sen kx e B-:cos kx correspondem a combinacoes de ondas
propagando-se pra direita, e ondas propagando-se pra esquerda,
Ou seja, a ondas estacionarias.

Nao esquecam, que a funcdo de onda completa ainda contem a
parte dependente do tempo, @(t) = e @t = ¢ Eh,



O Poc¢o Quadrado Infinito

V(X) =0 para 0 < x <L (regiao 1), Vix)
oo parax <0 oux>L (regioes | e lll). T

E razoavelmente bem realizado no caso
de um elétron preso entre grades
carregadas negativamente,

elétrons presos num metal,

€ outros casos.
regiao | regiao Il r. 1l

Caso classico 0 L x

- E > 0: Particula movimentando-se ida e volta

entre x = 0 e x = L com velocidade constante,

v = +V2E/m, sendo refletida nas paredes do poco.

A probabilidade de encontrar a particula numa dada posicao € igual em
todas as posi¢coes dentro do poco, ja que, durante uma ida e volta, ela
passa por todos os lugares duas vezes e com a mesma velocidade.

- E < 0: Impossivel



O Poc¢o Quadrado Infinito

V(X) =0 para 0 < x <L (regiao 1), Vix)
oo parax <0 oux>L (regioes | e lll). T

Caso guantico
- E < 0: Sem solucao

-E > 0:
-x<0ex>L:yx)=0,y,(x)=0

- 0 < x < L: “particula livre”,
¥, (x) = A-sen kx + B-cos kx,

onde k = +V2mE/h

regiao | regiao Il r. 1l
—_— —
0 L x

As solucoes devem ser ondas estacionarias no interior do poco.
Faz sentido, encarando elas como ondas sendo espelhadas ida e
volta pelas paredes e assim se sobrepondo consigo mesmas.



O Poc¢o Quadrado Infinito

Mas (y tem gque ser continua:

V/E V/E

¢,0) =y, ,(0) ey, (L)=y,(L) #G)?\U/\ PO A

¥,0) = ¢,(0) = e I | m =

=>,(0) = AsenkO+B S k- N n=3 FaVaN\ Rk

T n =2 1° estado excitado n =2

e | B = lgstado fundamental . n=1

g, (L) =y, (L)=0 - ° b
=> (L)=A-senkL=0 =>kL =n-m

=>k =k, =nriL,

E=E = hzkn2/2m = n?rr’h?/2mL? = nZEl, onde E = 11°h?%/2mL°?

As condicOes de contorno (a onda tem gue se “encaixar’ no poco)
causam a quantizacao da energia, resp., do numero de onda!



O Poc¢o Quadrado Infinito

Lembrando que a solucao
completa WY(x, t) ainda
contém a parte

o(t) = e Eh

gue corresponde a uma
oscilacao com frequéncia

VouE
W(x

/)

A\
\/

W/
I

et

Pedl

\/
ST
-]

n=3
1 =2 1° estado excitado
n =1 estado funda-

VoukE

P(x
AVAVA!

= =
I Il
. L

=

- e
nn |
XL b s

w = E/h = hkn2/2m = n?mr°h/2mL? = W

=> Solucédo completa:

X mental

YX)=y X @{)=A senkx-e™ para0<x<L,
Oparax<Ooux>L



O Poc¢o Quadrado Infinito

V/E V/E
Ll/()?\ P(x
A s RAAN » =
VARV
/’\ ),f’\ n=4 n=
NN
A m=3 palk =2
Resumo: Bl n =2 1° estado excitado n=2
e | B = lgstado fundamental . n=1
=> Solucao: L x 0 L x
Y (x)=A_-senkx,ondek =nmn/L para0<x<L
0 parax<0oux>L

E_=n’E , onde E, = r*h?/2mL?

Falta achar A :
Condicao de normalizacao

[ 7P (x)dx =] “[@ ()| dx :M +[ A 2-sen® k x dx + M

=A>[sen’nmx/L dx=A?LI2=1
=>A =vV2/L



O Poc¢o Quadrado Infinito

As vezes é mais pratico

. V/E V/E
colocar o ponto O do eixo x 4,()?\ P(X/\
no centro do poco. ANVANA EY AVAVAVA'IETT:
Vo
/’\ ),f’\ n=4 jg
Y
] - . S~ n=13 gt P n=3
Assim, as solucoes viram: 7| n=2 10 estado excitado n =2
e | B = lgstado fundamental . n=1
- L2 0 L2 X L2 0 L2 X
Y (X) = =V2/L-sen k x, para -L/2 < x < L/2 }
0 para x < -L/2 ou x > L/2 JN par

¥ (X) = +V2IL-cos k x, para -L/2 < x < L/2 } |
0 para x <-L/2 oux>L/2 nimpar

Os valores de k_e E_obviamente nao mudam numa transformacao
de coordenadas: k =nm/L, E =n’E , E, = m*h*/2mL?



O Poc¢o Quadrado Infinito

Comparacao com os Resultados Classicos

Para energias “macroscopicas”. E >> E_,

=>n=V(EIE)) >> 1,

a diferenca de energia entre niveis vizinhos é

AE=E -E =(n+1)’E -n*E,=(2n+1)-E =2nE, = 2E V(EIE))

=2V(E,/JE)-E<<E
=> quantizacado da energia imperceptivel
E o comprimento de onda

(que equivale a duas vezes a distancia entre dois picos de P(x)):
A = hclE = 2L/n << L: também imperceptivel

A probabilidade de encontrar a particula numa dada posicéao é
igual em todas as posicoes dentro do poco, ja que a amplitude da
funcdo de onda é igual em todas as posicoes.

=> O Principio de Correspondéncia é satisfeito.



Regras de Selecao

Transicoes entre niveis de Energia

(sem deducao)
Uma transicao entre um estado n (¢ , E ) e um estado

m (¢ _, E ) sO e possivel, se a integral

| 2w 00* x @_(x)dx
chamada elemento de matriz é diferente de zero:
| @ 00*x @ (x)dx #0

Uma limitacao de transicdes possiveis deste tipo se
chama regra de selecao.



Regras de Selecao

No exemplo do poco inifinito

V/E V/E,
. * /\ /\ n=>35 !(\'\ f\\ =

J " (x)* x @_(x)dx =0 para VARV
@ e P | B n =4
- n e mambos sendo ~ Eﬁ:a oAl w=s
nL'lmerOS pareS ou B n =2 1° estado excitado n=2
' s 1|estado fundamental . =1
- ambos sendo numeros 120 L2 X 12 0 L2 X

Impares

(Isto € mais facilmente mostrado colocando o ponto zero no centro

do poco)

=> S0 transicoes com An impar podem acontecer.



O Poc¢o Quadrado Finito

E como o poco quadrado infinito, mas com paredes de altura finita:

Vi)

E>V, ‘“ V(X) =0 para-L/2<x<L/2,
® g > E parax<-Ll2oux>L/2
ESE
’ | Agora o sistema de coordenadas é escolhi-
¥ dotal, que x = 0 fica no meio do poco.

L/2 0 L/?
Caso Classico

-E<E;: Particula movimentando-se ida e volta entre x = -L/2 e

x = L/2 com velocidade constante, v = +V2E/m, sendo refletida nas
paredes do poco (mesmo comportamento que no poco infinito).

- E > E_: Particula movimentando-se até chegar no po¢go com
v = +V2(E-E)/m, atravessando o pogo com v = +V2E/m, e
continuando na mesma direcao com a velocidade inicial.




O Poc¢o Quadrado Finito

Caso Quantico
Solucao (E < E):

Y (x) = A-sen/cos k x, onde k= +V2mE /h /]
B-e*, onde a =vV2m(E -E )/ h

para x < -L/2
tB-e™ para x> L/2 |

As condicoes, que J e ' devem ser
continuasemx=-L/2e x=L/2, -

e que a funcao tem que ser normalizavel D
(tender a zero para X -> o) fazem,
gue apenas certos valores de E séo possiveis.

=> De novo, quantizacao.



O Poc¢o Quadrado Finito

B/l

Caso Quantico

A funcao de onda “penetra” um pouco
nas regioes classicamente “proibidas”
(E <E,), isto &, a particula se encontra

la com uma probabilidade n&o-nula!

OG-

O principio de indeterminacao torna
ISto possivel.

04 -

Por isto, no poco finito cabe uma onda com ~oal
comprimento de onda um pouco maior, do

gue num poco infinito do mesmo tamanho.

L L L L L 1
-5 5

=> As energias E_sao um pouco menores que no pogo infinito.

(Nao tratamos o caso E > E_ aqui)



“Receita de Bolo”

Dado V(x) => Procurar combinacoes ((x), E (resolver a E. d. S.)

Para E > V(-») e/ou E > V(+):
estado “livre”,

[ ., N\ A A AN\ N N e

E O U U = === espectro continuo de energias

Para E < V(-») e E < V(+),
“poco de potencial”:

estado ligado,

niveis de energia quantizados

k

Para E <V __ nao ha solugao

X

Em regibes, onde:
- E > V(x) (classicamente “permitido”)
=> sinal de ¢"/y = 2m(V-E)/h? negativo:
W(x) oscilatério, cos/sen kx, ou e, onde k = v2m(E-V)/h (A = 211/K)
- E < V(x) (classicamente “proibido”) => sinal de (/"/i positivo:
Y(x) exponencial, €, onde a = vV2m(V-E)/h
- V(X) = o0l Y(x) =0
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