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Barreira de Potencial

Barreira de Potencial:

Vx)4 E>V
V()=0 paraO<x<a(egidol) ) -
V, para x < 0 (regi&o I) o ey T
0 0
ou x > a (regido ) e

Caso Classico

- E < V. Barreira “impassavel”, a particula é refletida em x =0
de volta para de onde ela veio

- E> V. Todas as particulas passam a barreira

(perdendo velocidade chegando na barreira,
e recuperando a velocidade inicial saindo do outro lado)



Barreira de Potencial

Caso Quantico (E < V)

x < 0 (particula livre):
l-ljl(X) :Aeile + Be-ile, Vu_ .

feixe incidindo feixe refletido

onde k, = V2mEIh, |A]>=p

0 < x < a (classicamente “proibido”):
Y, (X) = Ce™ + De™, onde a = vV2m(V-E)/h

X>a:y (x) = Feki + Ge™

transmitida

B, C, D e F podem ser determinados usando as condi¢coes
Y (x=0) = ¢, (x=0), dy (x=0)/dx = dy, (x=0)/dx, ¢ (x=a) = ¢ (x=a)
e dy (x=a)ldx = dy (x=a)ldx

Acha-se, que F # 0 => Parte das particulas passa pela barreira
“Iimpassavel”, fendmeno chamado Efeito Tunel ou Tunelamento.



Barreira de Potencial

Caso Quantico (E < V)

Um pouco de algebra leva ao
coefficiente de transmissao:

VIE

‘FP i sinh2aa |7\ [\ E_
" T TE E
25 ,
L Y Y g o 0 a X
_ | @ oscilatorio com II: @ oscilatério com
para aa >> 1 isto tende a: amplitude A amplitude F
E E lI: decaimento
T =~ 16—(1 - —)3‘2““ exponencial
Vﬂ Vﬂ Jmﬂﬂcmd \d
Parecido com a reflexao total frustrada -
na Otica. == gl

glass prisms

(o caso E >V, também € interessante, mas nao tratamos aquli)



Aplicacoes do Efeito Tunel

O Microscopio de Tunelamento

Uma agulha escanea a superficie a ser examinado, /ﬁ%
movimentado por elementos piezoelétricos. _T%r

Entre agulha e amostra é aplicada uma Eil
diferenca de potencial, classicamente w;!ﬂ

. , , —T—T T
Impassavel pelos elétrons da agulha. *HE
Mas alguns passam pelo efeito tinel e B 2
constituem uma corrente que € medida. >

Ja que a probabilidade de um elétron pular s A)
da agulha pra amostra € proporcional a | > o

e~% (depende fortemente de a),
a corrente tambem é.

=> medida muito precisa de a

=> resolucéao espacial do tamanho Leoe®
de um atomo! sample surface



Aplicacoes do Efeito Tunel

Decaimento alpha (famos, Condon e Gurney, 1928)

Particulas a, 2 pt +2n y
(vide experimento de Rutherford)
sao sub-entidades especialmente
estaveis de nucleos atomicos. E
No decaimento a, 0os nucleos emitem
estas particulas, assim ficando com

2 prétons e 2 néutrons a menos.

Normalmente, as particulas a ficam

e —— —

Vine r =1 (Lei de Coulomb)

_— e e E— —

presas no poco de potencial gerado

pela forca nuclear forte, que tem um

‘T1r

alcance da ordem de 1 fm = 10*> m, que pode ser considerado o
raio do nucleo, R, viajando ido e volta pelo nucleo.

Mas as vezes uma particula a “tunela” até onde a repulsao de

Coulomb devida ao resto do nucleo consegue ejeta-la, r,.



Aplicacoes do Efeito Tunel

Decaimento alpha (famos, Condon e Gurney, 1928)

Vine r =1 (Lei de Coulomb)

Supondo, gue a energia da
particula a é E:

=> velocidade dentro do nucleo:

v =V(E-V)2m

=> taxa de choques com a parede:
N=vVvIR =V(E-V,))2m - 1IR

Em cada choque, a probabilidade de
tunelar para fora corresponde ao coeficiente de transmissao:

T =exp[-2v2m(V__-E)-alh],
onde V__-E éea"“altura”-,ea=r, - R, a“largura” da barreira.

Y



Aplicacoes do Efeito Tunel

Decaimento alpha (famos, Condon e Gurney, 1928)

=> taxa de decaimento, que € 0 Y
iInverso da vida média do nucleo
para o decaimento q, T:

1/t=NT =V(E-V,)i2m - 1IR
- exp[-2v2m(V__ -E)-alh],

0 que depende fortemente de E,
ja que com energia alta:

max

- v, e entdo, a taxa de choques com "
a parede é alta,
- a altura da barreira é pequena,

- a largura da barreira € pequena,

e —— —

Vine r =1 (Lei de Coulomb)

—— — —— — — =

tal que a vida média varia entre 1 pys e 10 anos.

Y



Aplicacoes do Efeito Tunel

Fusao Nuclear (i.e. no interior do Sol)

O mesmo potencial aparece na Y
fusdo nuclear, s6 que, neste caso,
0s nucleos que fazem a fuséo vao

ao encontro, sendo jogados um e
contra 0 outro com energia cinética

Vine r =1 (Lei de Coulomb)

I
|
gue depende da temperatura R 2
E=3/2 -k, T (=>EdM, FeTerm).

Para que, classicamente, a fusao
possa acontecer esta energia tem
gue superar a repulsao de Coulomb
até onde a forca forte toma conta:

3/2 - kBT > leze2/4neoR,

onde Z, e Z, sao 0s numeros atomicos dos nucleos fusionando.

‘T1r



Aplicacoes do Efeito Tunel

Fusao Nuclear (i.e. no interior do Sol)

Para o principal processo de fusao
nuclear que acontece no interior do
Sol, a fusao de 4 nucleos de
hidrogénio para 1 nucleo de hélio,
pProcesso que gera a energia que
faz o Sol irradiar, a temperatura

no seu interior teria que ser ~10%° K,
bem mais que ela ¢, ~1.6-107 K.

A fusdo acontece por gue, as vezes,
0S nucleos passam a barreira de
Coulomb com energia cinética bem
mais baixa que Z,Ze?’/4me R,

gracas ao efeito tunel.

=> Devemos a energia solar ao efeito tunel!
Para mais detalhes, vide a disciplina Introducao a Fisica Estelar.



A Equacao de Schrodinger
em Trés Dimensoes

Muitos fendOmenos quanticos podem ser ilustrados no
espaco unidimensional (quantizacao de energia,
tunelamento, etc.), mas para outros temos que levar em
conta as trés dimensoes espaciais (por exemplo, em
guestoes que involvem momento angular).

A funcao de onda vira uma funcao das trés coordenadas
espaciais (e talvez do tempo):

w=uyxy z), resp. ¥Y=Wkx,vy,z1l

e 0 potencial também (a partir de agora so tratamos do
caso Independente do tempo):
V=V(X, Y, 2)



A Equacao de Schrodinger
em Trés Dimensoes

Agora, o quadrado do modulo da funcao de onda da a
probabilidade de encontrar a particula no voluminho retangular
entre x e x+dx, y e y+dy e z e z+dz:

P(x, y, z)dxdydz = |@(x, y, z)|? dxdydz = @y*(x, y, Z)W(X, ¥, Z)dxdydz

Para calcular a probilidade de encontrar a particula
no voluminho V, temos que integrar P(x, y, Z) sobre V (=> FVV):.

P, = IIl,P(x, y, ) dxdydz = [If, y(x, y, 2)}? dxdydz
= 11, (X, ¥, 2)W(x, y, 2) dxdydz

e a condicao de normalizacao € sobre o0 espaco 3D inteiro:
Ll Py, 2) dxdydz = [ ] = ) (X, y, 2)[? dxdydz
= LTI WGy, 2P, y, 2) dxdydz = 1



A Equacao de Schrodinger
em Trés Dimensoes

Temos que formular a Equacao de Schrddinger em trés
dimensoes:

A segunda derivada d?/dx* deve ser substituida pela “segunda
derivada 3D”, o operador laplaciano:

A = V? = 0°/ox? + 0°/dy? + 0%/0z% (=> FVV)

=> Equacao de Schrodinger em trés dimensoes:
-h*12m-(02WI0x? + 02Wldy? + 2Wl0z?) + V(x,y.z)-W(x,y.z) = E-yp(x.y,2)



A Equacao de Schrodinger
em Trés Dimensoes

Exemplo: O poco quadrado infinito em trés dimensoes
(melhor: “poco cubico”):

V(X,y,2) =0 para0<x<L,0<y<LeO<z<L
oo fora deste cubo

Solugao: Y(x, y, z) = Y, (x) Y, (y) Y,(2),
onde . (x), Y,(y) e Y, (z) sao solucdes do poco quadrado infinito
unidimensional (=> 2 aulas atras):

Yx,y, z)=(2/L)** -senkx-senky-senkz=¢y_ .,
onde k,,,=n,, /L dentro do cubo
0 fora do cubo

E = p?2m = (p >+p >+p 2)2m = h*/2m - (k *+k. *+k ?)
X y z 1 2 3

— 2.2 2 2 2 2) —-
= h*r’l2mL? - (n2+n2+n2) = E_



A Equacao de Schrodinger
em Trés Dimensoes

O poco guadrado infinito em trés dimensodes

V(X,y,z) =0 para0<x<L,0<y<LeO<z<lL
o fora deste cubo
Y (XY Z)=(2/L)* -senkx-senky -senk.z,
onde k,,,=n,,7i/L dentro do cubo
0 fora do cubo

E = p3%2m = (p.>+p 2+p 2)/2m = h*l2m - (k >+k ?+k.?)
X y z 1 2 3

nin2n3 p
— 2.2 2 2 2 2
=h°rr2mL® - (n*+n,*+n_?)

Em geral, no caso 3D, obtemos solucoes que podem ser
parametrizadas por trés numeros quanticos.

Exercicio: Confirme, que estas solucdes satisfaz a Equacao de
Schrdodinger 3D para o potencial dado.



A Equacao de Schrodinger
em Trés Dimensoe

O poco quadrado infinito em trés dimensées * ¥u

Estas funcdes de onda s&o ondas i
estacionarias no interior do cubo.

Aqui ilustrados:
Alguns exemplos para o caso 2D
(O 3D e analogo, mas dificil de desenhar).

Como nos outros exemplos, estas ondas v
oscilam no tempo,

a funcdo de onda completa ainda contem
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A Equacao de Schrodinger
em Trés Dimensoes

O poco guadrado infinito em trés dimensodes

Olhando pras energias: Li=ly=L4

Varias solucoes n,.nn, Eypp = Epyp = Eppy = 9E,

(por exemplo 112, 121 e 211)
tém as mesmas energias
=> degenerescéncia

do nivel de energia

5211 o E—1::'..1 = E112 — 551

A . Ei11 = 3E,
Degenerescenmas surgem

frequentemente em problemas
com alto grau de simetria (Um poco cubico & altamente simetrico).



A Equacao de Schrodinger
em Trés Dimensoes

Diminuindo o grau de simetria,

podemos quebrar estas Lymlymly — Lypdilyl
degenerescéncias, =

’ 221
tambéem chamado de Eypp = Epyp = Eppy = 9E, Ey1z
desdobrar os niveis Er22
degenerados de energia. Esiy

A E = E = E — BE E
exemplo: Se os trés lados "' 1 T 121

do poco de potencial sao
diferentes: L, <L, <L,

(poco ortoedrico infinito):

E”1=3E1

g (XY z)=(2/L)* -senkx-senky -senk.z,

onde k,,,=n,, /L, ,, (dentro do cubo)

E ynons = PF12M - (k12+k22+k32) = h22/2m - (n 2L 2+n 2L 2+n 2L ?)

nin2n3



Fisica Quantica ‘ l ’
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