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Exercicio 1. (2.5 pontos) Mostre que um espago normado U e Banach se, e somente se,
toda sequéncia (z,) C U que satisfaz Z ||zs|| < oo implica em Z x, convergente.
n=1 n=1
Solug¢ao: Suponha que U seja um espago de Banach e que (z,,) C U satisfaga Y ||z, || < oc.
n=1
Entao, dado € > 0, existe Ny € N tal que

9
D llwnll <€
n=N

sempre que N > Nj.
N

Considere agora a soma parcial yy = > x,. Para M > N > Ny, temos
n=1

lyar — ynll =

M M (%)
Z Tn|| < Z |z < Z |zl <
n=N n=N n=N

de forma que (yy) € sequéncia de Cauchy. Como U é Banach, segue que (yy) possui limite.
Por outro lado, tome uma sequéncia de Cauchy (z,) C U. Escolha uma subsequéncia
(xn,) C (z,) tal que

||xnk+1 - ‘rnkH < 2—k,

de forma que
o0 oo
Z ”xnkﬂ — | < szk =1
k=1 k=1

Por hipoétese, temos que

o
E Ty — Tny =2 €U
k=1

Agora, observe que

E :xnkJrl — Tnp = Tngpgy — Tngs

k=1
de forma que z,, — = + x,,. Portanto, (x,) é uma sequéncia de Cauchy que possui sub-
sequéncia convergente. Portanto, ela é convergente e U é Banach. O]

Exercicio 2*. (3.5 pontos) Sejam U um espago de Banach e M C U um subespago
fechado. Mostre que:

(a) U/M é um espago de Banach quando munido da norma

][l = dist (2, M) := inf{[|z — yl;y € M}.

Solugao: A ideia é utilizar o Exercicio 1. Para isso, escreva & = [z]| e considere uma

oo
sequéncia (Z,) C U/M tal que ) ||Z,|| converge. Basta mostrar entdo que ) Z,
n=1 n=1

converge para T € U/M.
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Da definicao da norma no espago quociente, dado € > 0 existe xz,, € Z,, tal que
2]l < 120l + €,

de forma que tomando € = ||Z,]|, temos ||x,| < 2||Z,| para algum x,, € Z,,.
o0

Essa ultima igualdade garante que »_ ||x,|| é convergente e, da completude de X,
n=1

oo
concluimos que ) z,, converge para z € X.
n=1

Portanto, do item (b) concluimos que

Z:Z’n:Z(a:n—i—M):an—i—M:x—l—M:j.
n=1 n=1 n=1
O
Dado x € U, mostre que [z] =2+ M = {x +m;m € M}.
Solucao: Dado x € U, temos
yepler—yeMes —z=r—yeMesy=x+zcax+ M.
]

Sen:U — U/M é dada por 7(z) = [z], entao m € L(U,U/M), kerm = M e m é uma
aplicacao aberta.

Solugao: A projecao m é claramente linear por conta da definigdo das operagoes no
espaco quociente. Além disso, para x # 0 temos

I ()] = nf{[lz —yl;y € M} < ||

e 7 ¢ limitada com ||7|| < 1, de forma que 7 € L(U,U/M).

Para encontrar o kernel de 7, observe que
rx€kerm & ||n(z)]| =0« inf{||lz —yl;ye M} =0z € M,

em que na ultima passagem utilizamos que M é fechado.

Finalmente, dado [z] € U/M, temos que 7(z) = [z] e ™ é sobrejetora. Como U é
Banach, do item (a) temos que U/M é Banach e pelo Teorema da Aplicacao Aberta
concluimos que 7 é aberta. O

Se M # U, entdo ||7|| = 1. O que acontece se M = U?
Solugdo: Se M = U, temos que = ~ 0 para todo x € U. Logo, ||7(x)|| =0e |7 = 0.
Se M # U, tome z € U\ M de forma que ||7(z)|| > 0. Para f € M, temos

Il = llm (@)l = llw(z + A < Ml + £ < w21

Portanto, ||7|| > 1 e do item (c) concluimos que ||| = 1. O
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(e)

A imagem da bola unitéria aberta de U por 7 é a bola unitaria aberta de U/M.
Solugdo: Sejam By(0,1) e Byu(0, 1) as respectivas bolas unitarias em U e U/M.

Por um lado, dado x € U com ||z|| < 1, temos
Im (@)l = inf{[le —yl;y € M} < lz[| < 1,

ou seja, By(0,1) C By/m(0,1).

Por outro lado, dado [x] € By/u(0,1), pelo item (b) podemos escrever [z] = « + M.
Se ||z 4+ M]|| < 1, entao existe € € (0,1] tal que ||z + M| =1—e.

Desta forma, existe z € M tal que
€
|lz+ 2| < ||a:—|—M||+§ < 1.

Como m(x) = 7(x — 2), concluimos que By/(0,1) C By(0,1). O

Para todo espago normado V' e todo operador linear continuo 7' : U — V, existe um
tinico operador linear continuo 7' : U/ker(T) — V tal que T'= T o w. Mais ainda,
1Tl =171]-

Solugdo: Defina T : U/ ker(T') por T([z]) = T(z). Temos entdo T o w(zx) = T([z]) =
T(x) de forma que T'=T o 7.

Mostremos que T esta bem definida. Dados x1, %2 € [z], entdo temos que z; — xy €
ker(T"), de forma que T'(x1) = T'(z3) e, portanto,

T([]) = T([w2))-
Pelo item (e), temos que

I} = sup{||T([z])]l; = € Buyrerr(0,1)}
=sup{||T([«])||:= € 7(Bu(0,1))}
=sup{||T(w(2))[; # € Bujerr(0, 1)}
=sup{||T(z)|; # € Bujkerr(0,1)}

=[I7°[I

X

~— —r

T

Exercicio 3. (2.0 pontos) Seja ¢ : ¢g — C definido por

£

plla) =5

J=1

\)

com co = {(ax) € (°;a;, € Cear, — 0} munido da norma de ¢>°. Prove que:
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(a)

O funcional ¢ esta bem definido.

Solugcao: Mostrar que ¢ esta bem definido significa mostrar que a série é convergente.
Para isso utilizaremos a completude de C e o Exercicio 1, de forma que, dado a =

(a;) € o, temos
oo

Z 2— < ||a||ooz 5= [allee < o0
-1 7j—1
Como a série é absolutamente convergente, ela é convergente e ¢ estd bem definida.

]

¢ € (co)".

Solugao: A linearidade de ¢ é imediata das propriedades de soma de sequéncias em
(> e multiplicacao por escalares. Para mostrar que o funcional é limitado, utilizamos
os calculos do item anterior para mostrar que

a;| _ -~ lail
ola) = [ 2| < 3 4l <.,
j—1 j—1
de forma que ||¢]| <1 e ¢ é um funcional limitado. O

lell = 1.

Solugao: Dado € > 0, tome N suficientemente grande tal que
g: ! >1—e€
27

Para a = (a,) = (1,1,...,1,0,0,...), temos que

Como € ¢é arbitrario, isso mostra que a norma de ¢ nao pode ser menor do que 1. Pelo
item (b) concluimos que ||¢| = 1. O
Nao existe z € ¢ tal que [|z|| < 1 e ||¢| = |¢(z)].

Solugao: Se ||z||o < 1, entao |x,| < 1 para todo n € N e |z,| < 1 para n suficiente-
mente grande, pois z, — 0.

Entao temos que

Z 9j Z 2 < Z 2 1,
-1 1 j—1
ou seja, |p(z)| < [|¢|| para ||96||oo <1 -

Exercicio 4*. (2.5 pontos) Enuncie e demonstre o Teorema do Gréafico Fechado.
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Solugao:  Veja as referéncias bibliograficas. De maneira geral, a ida nao necessita de
resultados preliminares, enquanto para a volta utilizamos o Teorema da Aplicacao Aberta.

O

Exercicio 6. (1.5 pontos) Prove ou dé um contra-exemplo: se X é um espago métrico
limitado, entao uma contragao 7' : X — X nao pode ser sobrejetora.

Solugao: A fim de mostrar que T nao é sobrejetora, basta mostrar que T'(X) # X.
Por um lado, da limitacao de X temos que o ntimero

diam (X) = sup{d(z, y); z,y € X}

é finito. Por outro lado, como T'(X) C X, entao diam (7(X)) < diam (X).
Mas T' é contragao, de forma que existe A € [0,1) tal que d(T'(z),T(y)) < Ad(zx,y), para
todo z,y € Y, ou seja,

diam (7'(X)) < Adiam (X) < diam (X).

Com isso temos que T'(z) # X e T nao pode ser sobrejetora, pois caso contrario teria-
mos T(X) C X e X C T(X), de forma que, respectivamente, diam (7(X)) < diam (X) e
diam (T'(X)) > diam (X)), ou seja, diam (T'(X)) = diam (X), o que é um absurdo. O



