Anaélise Funcional
1° Quadrimestre de 2024
Lista de Exercicios 7 Espagos de Hilbert e ortogonalidade

Exercicio 1. Mostre que os axiomas de produto interno (a)-(d) implicam em:
(
(
(¢
(d’
para todo z,y € U, a, f € K.

Exercicio 2. Seja U um espaco vetorial com produto interno. Mostre que, para quaisquer
x,y € U, a norma induzida pelo produto interno deve satisfazer:

(a) (Regra do Paralelogramo)
Iz +yl* + llz = ylI* = 2|2 * + ly]1*)-
(b) (Caso real da Formula de Polarizagao)
1 2 2
(@, y) =1 (lz +yll” = llz = y[%).
c¢) (Caso complexo da Formula de Polarizagao
() ( G
1 . . .
(@, 9) = Zlle+ull* = llz = yI” + ille + iyl* = |z — ayl*)]

Exercicio 3. Dados dois espagos U e V' com produto interno, mostre que o operador linear
bijetor T': U — V é uma isometria se, e somente se

(T'(z), T(y)) = (=, y),
para todo x,y € U.

Exercicio 4. Mostre que se X C R é um intervalo, entdo L”(X) nao pode ser munido de
um produto interno se p # 2.

Exercicio 5. Mostre que todo espago vetorial de dimensao finita ¢ um espago de Hilbert.

Exercicio 6. Verifique que:

(a) No caso real, o conjunto formado pelas fungoes

folt) = — , fult) = = cos(nt), gn(t) = = sin(nt) n e N,

VT VT

¢ um conjunto ortonormal em L?([0, 27]).
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(b) No caso complexo, o conjunto formado pelas fungdes f, (1) = \/%76“”, n € Z, ¢ um

conjunto ortonormal em L?([0, 27]).

Exercicio 7. (a) Sejam U um espago vetorial real com produto interno. Prove que o
operador
T:U—=U" T()(y) = (z,y)

estd bem definido, é linear, continuo e isometria.

(b) O mesmo vale no caso complexo? E se definirmos T'(z)(y) = (y, x)?

Exercicio 8. (a) Sejam U um espaco vetorial complexo com produto internoe T : U — U
um operador linear. Prove que se (T'(x), z) = 0 para todo x € U, entao T = 0.

(b) Vale o mesmo no caso real?

Exercicio 9. Sejam (x,,) e (y,) sequéncias na bola unitaria fechada de um espago de Hilbert.
Prove que se (z,,, y,) — 1, entao ||z, — yn|| — O.

Exercicio 10. (Teorema de Hellinger-Toeplitz) Sejam H um espago de Hilbert e T': H — H
um operador linear tal que (T'(z), y) = (z, T(y)) para todo x,y € H. Prove que T é
continuo.

Exercicio 11. Prove que se M é um subespaco fechado de um espago de Hilbert, entao
M = (M*)*.



