Anaélise Funcional
1° Quadrimestre de 2024
Lista de Exercicios 9 Operadores Hilbert-adjuntos

Exercicio 1. Sejam H;, Hy espagos de Hilbert, S : Hy — Hy, T': H; — H, operadores
lineares limitados e a € K. Mostre que
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) (T*(y), ) = (y, T(x)), para todo y € Hy e x € H;.
)
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(d) (1) =
)
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(S+T) =85"+T
(aT)* = aT™.

(r

e) |T°T|| = ||TT*|| = ||T|

(
(f T=0&T=0.
(g ( ) = T*S*7 se H1 = HQ.

Exercicio 2. Sejam H um espaco de Hilbert e T': H — H um operador linear limitado e
bijetivo cujo operador inverso ¢ limitado. Mostre que (T*)~! existe e

(T*)—l — (Tfl)*_

Exercicio 3. Se (T,) é uma sequéncia de operadores lineares limitados em um espago de
Hilbert e T,, — T', mostre que 17 — T™.

Exercicio 4. Seja S = Id+T*T : H — H, no qual T': H — H ¢é um operador linear e
limitado. Mostre que S~ : S(H) — H existe.

Exercicio 5. Sejam S,T : H — H operadores unitario definidos num espago de Hilbert H.
Mostre que

Exercicio 6. Dé um exemplo de operador normal que nao é auto-adjunto ou unitério.

Exercicio 7. Mostre que se 7' : H — H é um operador linear limitado e auto-adjunto,
entao T" também é auto-adjunto, para todo n € N.

Exercicio 8. Se T e S se dois operadores lineares, limitados e auto-adjuntos definidos num
espago de Hilbert H e a, 8 € R, mostre que a.S + BT é auto-adjunto.
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Exercicio 9. Mostre que, para qualquer operador linear limitado T : H — H, os operadores

1 1
Ty==(T+T", To=—(T-T"
1 2( + )7 2 22( )

sao auto-adjuntos. Mostre que
T=T +ily, T*=1T,—11;
sao escritos de maneira tnica.
Exercicio 10. No Exercicio 9, mostre que 1" é normal se, e somente se, T} e T, comutam.

Exercicio 11. Se T,, : H — H sao operadores lineares normais e 1,, — T', mostre que T é
normal.

Exercicio 12. Se S e T sao operadores lineares normais satisfazendo ST* =T*S e T'S* =
S*T, mostre que S + T e ST sao normais.



