Analise Funcional
Espagos Mensuraveis 1° Quadrimestre de 2024

Aqui abordaremos conceitos basicos de medida que nos levaram a definir os espagos
L? e provar o teorema de completude. As definigbes aqui apresentadas foram retiradas de
[G. Botelho, D. Pellegrino e E. Teixeira, Fundamentos de Analise Funcional, 12
Edigao, Textos Universitarios, SBM, 2012] e podem ser encontradas no Apéndice C
de tal livro.

Definicao 1. Uma o-dlgebra no conjunto X € uma familia de subconjuntos ¥ de X que
satisfaz as sequintes propriedades:

(a) 0,X € X.
(b) Se A€ X, entao X \ A € X.
(¢c) Se A, € X, para todo n € N, entao |J,_, A, € X.

Neste caso, (X,Y) € chamado de espago mensurdvel. Cada elemento da o-dlgebra é chamado
de conjunto mensurdvel.

Dada uma colecao F de subconjuntos de X, a interseccao de todas as o-algebras que
contém F é ainda uma o-algebra, chamada de o-algebra gerada por F. Tal o-algebra é a
menor o-algebra em X que contém F.

Quando (X, 7) é um espaco topoldgico, a o-algebra gerada pelos abertos de X é chamada
de o-algebra de Borel e denotada por B(X).

Definicao 2. Seja R=RU{cc}U{-cc}. 4 topologia usual de R induz uma topologia em
R considerando como abertos os subconjuntos A C R da forma:

(a) A CR € aberto em R; ou

(b) A=[-00,a), para algum a € R; ou

(¢c) A= (a,o0], para algum a € R; ou

(d) A € uma unido de conjuntos como os de (a), (b) ou (c).

Consideraremos R como espago mensurdvel com a o-algebra de borel B(R) relativa a
topologia acima.

Definigao 3. Seja (X, %) um espaco mensurdvel. Uma funcio f: X — R é mensurdvel se
Y A) € ¥ para todo A € B(R). O conjunto formado por tais fungoes serd denotado por
M(X,Y). Consideraremos ainda o subconjunto M+ (X, X)) :={f € M(X,X); f(z) > 0,Vz €
X}.

Definigao 4. Uma medida no espa¢o mensurdvel (X,%) € uma fungao p: 3 — [0,00] que
satisfaz as sequintes condigoes:

(a) u(0) =0.

(b) Se (A,) € uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de ¥, entao

H (i An) = iﬂ(An)
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A medida pp de X € ¥ € dita finita se u(X) < oo, e o terno (X, 3, u) é chamado de espago
de medida.

Definigao 5. Sejam (X, %, ) um espago de medida, f,g, fn: X — R,n € N. Dizemos que

(a) f = g em quase todo ponto (qtp) sempre que se existe A € 3 tal que u(A) = 0 e
f(z) = g(x) para todo x em X \ A.

(b) (fn) converge para f em quase todo ponto (qtp), e escrevemos f, — f qlp, se existe
A e X tal que p(A) =0 e fo(x) — f(x) para todo x € X \ A.

Teorema 1 (Lema de Fatou em R). Se (f,,) € uma sequéncia em M+ (R, B(R)), entdo

» N0 n—oo

/liminffn( dx<hm1nf/fn
R

Definicao 6. Um conjunto E C R pertence a o-dlgebra de Lebesgue se existem A, B € B(R)
tais que

ACECB e u(B\A).

Teorema 2 (Teorema da Convergéncia Dominada em R). Seja (f,) uma sequéncia de fun-
¢oes em L(R, %, 1) que converge gtp para uma fungio f: X — R. Se existe g € L(R, 3, 1)
tal que |fn| < |g| para todo n € N, entao f € LR, X, u) e

/Rf( )iz = lim [ fu(a)da
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