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Resumo: Neste trabalho classificaremos as álgebras de Lie de dimensão 2 e 3 e mostraremos
algumas aplicações em F́ısica-Matemática.

1 Introdução

O que hoje chamamos de álgebras de Lie surgiu na segunda metade do século XIX, quando
Lie estendia, às equações diferenciais, a teoria de Galois para equações algébricas. Elas apare-
ceram como objetos infinitesimais associados aos grupos de transformações com o colchete da
álgebra correspondendo ao comutador do grupo.

Um exemplo bem simples é o seguinte: considere a equação de Laplace em R2

uxx + uyy = 0. (1)

É fácil ver que as transformações (x, y, u) 7→ (x+ε, y, u), (x, y, u) 7→ (x, y+ε, u) e (x, y, u) 7→
(x cos ε− y sin ε, x sin ε + y cos ε, u) deixam invariantes as soluções de (1) e que
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(2)

são seus respectivos geradores infinitesimais de simetrias, o qual forma uma álgebra de Lie tridi-
mensional. Isso mostra que a equação (1) admite os geradores (2) como geradores infinitesimais
de simetrias.

Rigorosamente falando, uma álgebra de Lie é um espaço vetorial V munido de um produto,
também chamado colchete de Lie, [·, ·] : V × V → V , que é bilinear, antissimétrico e satisfaz a
identidade de Jacobi

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0,

para todos os elementos X, Y, Z ∈ V .
Um exemplo simples de álgebra de Lie é o espaço R3 munido do bem conhecido produto

vetorial entre vetores, que age nos elementos da base canônica {e1, e2, e3} da seguinte forma:
[e1, e2] := e1 × e2 = e3, [e2, e3] := e2 × e3 = e1 e [e3, e1] := e3 × e1 = e2.

486

ISSN 2317-3300



2 Classificação de Bianchi

Bianchi classificou as álgebras de Lie de dimensão 3, a menos de isomorfismos, em 9 tipos
(ou 11, dependendo de como fazemos algumas considerações). Várias dessas álgebras possuem
aplicações em f́ısica-matemática. Por exemplo, temos a álgebra de Lie de Heisenberg, que possui
esse nome devido às relações de comutação entre operadores momento e posição da Mecânica
Quântica, a álgebra de Lie do grupo de translações no espaço, a álgebra de Lie so(3), que
corresponde ao grupo de rotações do espaço.

Neste trabalho apresentaremos a classificação das álgebras de Lie de dimensão 2 e 3 (clas-
sificação de Bianchi), como feita em [1, 2], e mostraremos algumas aplicações delas em F́ısica-
Matemática.
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Priscila L. da Silva agradece à FAPESP pelo suporte financeiro (projeto 2010/10259-3).

Referências

[1] B. A. Dubrovin, A. T. Fomenki and S. P. Novikov, “Modern Geometry - Methods and
Applications”, vol. I, Springer, 1992.

[2] J. Patera and P. Winternitz, Subalgebras of real three- and four-dimensional Lie algebras,
J. Math. Phys., 18, (1977) 1449-1455.

487

ISSN 2317-3300


