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Resumo: Neste trabalho apresentaremos uma classe de equagoes diferenciais ordindrias ad-
mitindo estrutura variacional na qual todos os geradores de simetrias de Lie sdo simetrias de
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1 Introducao

Nas décadas finais do século XIX Sophus Lie introduziu a nogao de grupos continuos de
transformagoes, atualmente conhecidos por grupos de Lie, com o objetivo de unificar e estender
varios métodos de se obter solucoes de equacoes diferenciais, ordindrias ou parciais, que culminou
com o surgimento de uma nova vertente em Matematica: a Teoria de Lie. O resultado do
trabalho de Lie em equacées diferenciais é o que hoje chamamos de simetrias de Lie de equagoes
diferenciais.

Um grupo de simetrias de uma equacao diferencial, ou sistema de equacoes, é um grupo de
transformagoes que aplica qualquer solugao da equacao, ou sistema, em outra solucao. Do ponto
de vista de Lie, tal grupo depende apenas de parametros continuos e consiste de transformagoes
de pontos agindo no espaco das variaveis independentes e dependentes.

Os grupos de transformagoes de Lie e seus geradores infinitesimais podem ser naturalmente
estendidos, ou prolongados, de modo a agirem no espaco das varidveis independentes, dependen-
tes e derivadas das varidveis dependentes, de qualquer ordem, gerando assim um sistema linear
homogéneo sobre-determinando de equagoes diferenciais nos termos dos geradores infinitesimais,
as chamadas equagoes determinantes (determining equations).

Se uma equacao diferencial, ou sistema, é invariante sob a agdo de um grupo de trans-
formacgoes de pontos de Lie, podemos encontrar, construtivamente, solugoes especiais, chamadas
solucoes invariantes, que sao invariantes sob a acao de algum subgrupo do grupo total de sime-
trias admitido pela equacao. Maiores detalhes podem ser encontrados em Bluman e Kumei [1],
Cantwell [3], Hydon [5], Ibragimov [6] e Olver [9].

No comego do século XX Emmy Noether mostrou a conexao entre as simetrias de uma
integral de agao (simetrias variacionais ou de divergéncia) e as quantidades conservadas para
as equagoes de Euler-Lagrange correspondentes. Tais simetrias deixam as equagoes de Euler-
Lagrange invariantes, fazendo assim uma conexao direta entre a teoria desenvolvida por Lie e a
Fisica.

Noether provou que toda lei de conservagao de uma equacao diferencial, ou sistema, advém
de uma correspondente propriedade de simetria da mesma. Por exemplo, a invariancia de um
principio variacional sob um grupo de translagoes temporais implica na conservacao de energia
das solugoes das equacoes de Euler-Lagrange associadas. De modo dual, a invariancia sob
translacoes espaciais conduzem, fisicamente, a conservagao do momento linear.
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ara a aplicacao do leorema de Noether a uma equacao diferencial, uma condicao necessaria
é a existéncia de uma Lagrangeana, a qual a equacao seja obtida via equagoes de Euler-Lagrange.

Considerando equagoOes diferenciais com estrutura variacional, o Teorema de Noether sé é
aplicavel, ou seja, s6 se pode construir a quantidade conservada, quando a simetria associada
possui determinadas propriedades. Tais simetrias sao chamadas simetrias de Noether.

2 Equacoes diferenciais ordinarias e Teorema de Noether

Considere uma equagao diferencial (ordindria ou parcial), F' = 0, com estrutura variacional,
ou seja,
=5 =
onde §/du é o operador de Euler-Lagrange e £ é uma lagrangeana de ordem k. E fato conhecido
que se X é um gerador de simetrias da equagao F' = 0 satisfazendo a relagao X (k)£+LDiv(X ) =
Div(A), onde X (k) ¢ a extensdo de X de ordem k e A é um vetor, chamado potencial, entdo
associado ao gerador de simetrias X pode-se construir uma quantidade conservada. Neste caso
o gerador X é chamado gerador de simetria de Noether.

Decorre do Teorema de Noether que, no caso particular de equacoes diferenciais ordindrias,
tal quantidade conservada, chamada primeira integral, é dada pela expressao

F 0,

0 0
I=A—¢L—-(n—y&—L—-Dn—y&)—L+--
§L—(n—y 6)5y, (n—y 6)5y,, +
A solucao de uma primeira integral também é solucao da equacao original. Por exemplo,

"\2

é uma primeira integral da Equacao de Ermakov
y// — Ay—3. (2)

Fazendo ¢ = 0 e integrando, vemos que y(z) = 'k + v/—Az é uma solucao de (1), que
também é uma solucdo para (2).

3 Equacoes diferenciais ordinarias cujos grupos de simetrias de
Lie coincidem com as simetrias de Noether

E fato conhecido que o conjunto de simetrias de Lie de uma equacao diferencial com estrutura
variacional usualmente nao coincide com o conjunto de simetrias de Noether, veja, por exemplo,
[2, 4, 7, 8]. Entretanto hé classes especiais de equagbes para as quais estes conjuntos coincidem.
Por exemplo, é bem conhecido que a Equacdo de Ermakov (2) admite uma algebra de Lie
tridimensional, isomorfa & algebra si(2,R), com geradores infinitesimais

0

Xl — a_.il??
0 0
KXo = 2y Fug,

0 0
_ .2
X3 =z ax—i—xyay.

Em (2) e no que se segue, A é uma constante arbitraria, mas nao-nula, e y = y(z).
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Particularmente para (2), o conjunto de simetrias de Lie coincide com o conjunto de si-
metrias de Noether e, entdao, podemos construir a partir de cada uma dessas simetrias suas
correspondentes integrais, dadas por

L=x(y)?—yy + Axy2,

2 Y2
X ’ A
Iy = - (y)" —ayy + S’y +
Mais recentemente, em [2, 4] foi mostrado que os geradores simetrias de Lie
0
Yi = —
1 83:’
o 3 0
Yo = z—+ -y—
2 Yor + any7

0 0
.2
Ys = =z e + 3:cy—ay

da equacao
//// — A Y~ 5/3 (3)

também sao simetrias de Noether, com correspondentes primeira integrais

Y2
3
I = (y2) + §ay—2/3 _ y/y///7

3 3
I, = (Zé ) + a:z:y —2/3 zy'y" + yy”'-l- yy :
x*(y 3 _
I3 = (2 ) + 5(Za:2y 2/3 w2y'y'" + 3wyy'" _ xy/y// N 3yy// + 2(3/)2-
Tanto na equagao (2) quanto para a equagao (3), as algebras de Lie de simetrias sdo isomorfas

a élgebra si(2,R).
Neste trabalho discutiremos alguns resultados de nossa autoria relativos a equacao

Y2 — AyiTan (4)
O principal resultado discutido é dado por

Teorema 1. O conjunto de simetrias de Lie da equagio (4) coincide com o conjunto de simetrias
de Noether.

Tal resultado estende para EDOs resultados bem conhecidos acerca de simetrias de Noether
e determinadas poténcias, chamadas criticas, para equagoes diferenciais parciais semilineares
com nao-linearidade do tipo poténcia.
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