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Resumo: Neste trabalho apresentaremos condições para que a equação de KdV-ZK seja não-
linearmente auto-adjunta e, assim, utilizaremos o Teorema de Ibragimov para encontrar leis de
conservação dela.
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1 Introdução

Quando falamos em quantidades conservadas, geralmente estamos pensando em conservação
de quantidades como energia, momento

Em meados do século XX, a alemã Emmy Noether mostrou que leis de conservação de
equações diferenciais provenientes das equações de Euler-Lagrange são originadas de alguma
propriedade de simetria da equação diferencial considerada. Tal resultado é conhecido na lite-
ratura como Teorema de Noether.

O Teorema de Noether, todavia, apesar de sua elegância e aplicabilidade, torna-se inutilizável
ao considerarmos equações diferenciais que não venham das equações de Euler-Lagrange.

Em 2006, Ibragimov [3] introduziu uma posśıvel generalização do Teorema de Noether para
encontrar leis de conservação de equações diferenciais, sejam elas ordinárias ou parciais, inde-
pendetemente de serem ou não equações de Euler-Lagrange, removendo, desta maneira, a maior
restrição com respeito à aplicabilidade do Teorema de Noether.

Despretenciosamente falando, o que Ibragimov fez foi, a partir de uma equação (aqui restringir-
nos-emos a equações, mas poder-se-ia discutir, também, sobre sistemas), construir uma equação
auxiliar, chamada equação adjunta. O sistema formado pela equação original e sua adjunta
admite sempre uma lagrangeana, que é simples engenhosamente constrúıdo à partir da primeira
equação. Dessa forma, o sistema está nas condições do Teorema de Noether e, então, pode-se
construir, para o sistema, leis de conservação utilizando-se da teoria de Noether.

O grande “problema” em se utilizar o que Ibragimov propôs é que, no ato de construção da
equação adjunta-se, surge uma nova variável, não constante na equação original. Tal variável
faz-se presente nas leis de conservação constrúıdas, de modo que elas são leis de conservação
não-locais.

Entretanto, para certas classes de equações diferenciais, é posśıvel transformar as leis de
conservação não-locais em locais, veja [2, 3, 4].

Recentemente, em [8], leis de conservação para a equação de Zakharov-Kuznetsov (KZ)

ut + αuux + βuxxx + γuxyy = 0, (1)

onde u = u(t, x, y) e α, β, γ são constantes reais, foram encontradas utilizando-se dos desenvol-
vimentos sugeridos por Ibragimov, uma vez que a equação (1) não é proveniente das equações
de Euler-Lagrange.
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A equação (1) descreve o comportamento de ondas fracas não-lineares ı́on-acústicas no plasma
magnetizado e elétrons isotérmicos na presença de um campo magnético uniforme, e foi deduzida
por Zakharov e Kuznetsov em [10]. Para maiores detalhes, veja [5] e referências presentes. A
equação (1) é uma generalização da equação de Korteweg-de Vries (KdV).

Neste trabalho consideraremos uma generalização de (1), chamada de Korteweg-de Vries-
Zakharov-Kuznetsov (KdV-ZK), dada por

ut + αuux + uxxx + uxyy + uxzz = 0, (2)

com u = u(t, x, y, z), e estudaremos, via Teorema de Ibragimov, suas leis de conservação.

2 Auto-adjunticidade

Considere uma equação diferencial não-linear

F (x, u, u(1), . . . , u(k)) = 0, (3)

onde x = (x1, . . . , xn), u = u(x) e u(j), 1 ≤ j ≤ k denota as derivadas de u de ordem j.
Em [3, 2], Ibragimov definiu a equação adjunta de F , denotada por F ∗, como sendo

F ∗ =
δ

δu
L,

onde L = vF é chamada de Lagrangeana formal, v é uma nova variável não-local e δ
δu é o

operador de Euler-Lagrange dado pela soma formal

δ

δu
=

∂

∂u
+
∞∑
s=1

(−1)sDi1 . . . Dis

∂

∂ui1 . . . uis
, (4)

com

Di =
∂

∂xi
+ ui

∂

∂u
+ uij

∂

∂uj
+ . . . .

Aqui assumimos a notação de Einstein para ı́ndices repetidos.

Exemplo 1. A equação adjunta da equação é (2)

vt + αuvx + vxxx + vxyy + vxzz = 0 (5)

pois, denotando F = ut + αuux + uxxx + uxyy + uxzz, temos que

F ∗ = −(vt + αuvx + vxxx + vxyy + vxzz). (6)

Logo, a condição F ∗ = 0 resulta na equação (5).

Em [3, 2] Ibragimov propôs a seguinte definição:

Definição 1. A equação diferencial (3) é dita ser estritamente auto-adjunta se existe função
λ = λ(x, u, u(1), . . . , u(k)) tal que

F ∗

∣∣∣∣∣
v=u(x)

= λF. (7)

A definição anterior pode ser reformulada da seguinte forma: a equação diferencial (3) é dita
ser estritamente auto-adjunta se a mudança v = u na equação adjunta se anula identicamente
nas soluções u da equação original.
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Exemplo 2. A equação (2) é estritamente auto-adjunta, pois, de (6), temos

F ∗|v=u = −(ut + αuux + uxxx + uxyy + uxzz).

Dessa forma F ∗|v=u se, e somente se, F = 0.

Pensando em casos de equações que não eram estritamente auto-adjuntas e suas consequências
em leis de conservação, Ibragimov em [4] propôs uma nova definição que contemplasse a Definição
1, mas que também englobasse outros casos de equações que não se encaixavam nela.

Definição 2. A equação diferencial (3) é dita ser não-linearmente auto-adjunta se existem
funções φ = φ(x, u) e λ = λ(x, u, u(1), . . . , u(k)) tais que

F ∗

∣∣∣∣∣
v=φ(x,u)

= λF. (8)

A função φ(x, u) é chamada substituição.

Um dos principais resultados deste trabalho pode, agora, ser enunciado:

Teorema 1. A equação de KdV-ZK

ut + αuux + uxxx + uxyy + uxzz = 0 (9)

é não-linearmente auto-adjunta, com substituição dada por

φ(t, x, y, z, u) = a1(αtu− x) + a2u+ h(y, z), (10)

onde h(y, z) é uma função arbitrária e a1, a2 são constantes.

Este teorema generaliza vários resultados recentes da literatura de equações não-linearmente
auto-adjuntas, como mostram os corolários abaixo.

Corolário 1. A equação de ZK (1) é não-linearmente auto-adjunta.

Demonstração. De fato, a equação (1) pode ser obtida da equação (9) impondo a condição
uz = 0. Do ponto de vista da substituição, equivale a requerer independência com respeito
a z. Requerindo isso na expressão (10), conclúımos que a substituição para a equação (1) é
φ(t, x, y, u) = a1(αtu− x) + a2u+ h(y).

O resultado acima nada mais é que uma prova alternativa para um dos resultados cruciais
obtidos em [8].

Corolário 2. A equação de Korteweg-de Vries

ut + αuux + uxxx = 0 (11)

é não-linearmente auto-adjunta.

Demonstração. Notando que a equação (11) pode ser obtida a partir da equação (kdvzk) eli-
minando a dependência em (y, z), exigindo que a substituição (10) satisfaça φy = φz = 0,
conclúımos que h(y, z) = a3. Dessa forma, a substituição para a equação (11) é φ(t, x, u) =
a1(αtu− x) + a2u+ a3.
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Observamos que o Corolário 2 recupera os resultados obtidos em [1] com respeito à equação
(11).

Na equação (9), u tem como variáveis espaciais x, y, z. Numa generalização ao Teorema 1,
mostraremos que a condição (10) ainda se mantém suficiente, mas neste caso a função h é dada
por h = h(y1, . . . , yn), u = u(t, y), onde y = (x, y1, . . . , yn) ∈ R× Rn.

Neste caso, a equação de KdV-ZK se escreve

ut + αuux + uxxx + (∆u)x = 0, (12)

em (0,∞)× R× Rn, onde ∆ é o Laplaciano

∆ =
∂2

∂y21
+ · · ·+ ∂

∂y2n
.

3 Teorema de Ibragimov e leis de conservação

O famoso Teorema de Noether é uma ferramenta importante para a obtenção de leis de con-
servação para equações diferenciais com prinćıpios variacionais, isto é, proveniente das equações
de Euler-Lagrange via alguma Lagrangeana.

Porém, por exemplo, a conhecida equação KdV (11) não provém das equações de Euler-
Lagrange. Assim, o Teorema de Nother é incapaz de encontrar sequer uma lei de conservação.
Sabe-se, todavia, que a equação ?? possui infinitas leis de conservação, veja [7, 9].

Tentando generalizar o Teorema de Noether, Ibragimov em [2] propôs o que ele chamou de
“a new conservation theorem”, chamado de Teorema de Ibragimov em [?]. Nesse novo teorema,
considerando uma equação diferencial (3), possuindo ela Lagrangeana ou não, leis de conservação
não-locais foram encontradas, via Teorema de Noether, para o sistema{

F = 0
F ∗ = 0

. (13)

Para utilizar o Teorema de Noether, Ibragimov demonstrou em [3, 2] que as simetrias de Lie

X = ξi
∂

∂xi
+ η

∂

∂u

admitidas por F são herdadas pela sua adjunta F ∗ e, além disso, a Lagrangeana formal L = vF
é de fato uma Lagrangeana para o sistema (13).

Assim, o vetor de componentes

Ci = ξiL+W
δL
δui

+
∑
s≥1

Di1 . . . Dis(W )
δL

δuii1...is
, (14)

onde W = η − ξiui, i = 1, . . . , n, é uma quantidade conservada não-local para o sistema (13).
Entretanto, se a equação diferencial F = 0 for não-linearmente auto-adjunta, então conse-

guimos eliminar a variável não local v fazendo a substituição necessária para que F = 0 seja
não-linearmente auto-adjunta, veja [4]. Desta forma, o vetor com componentes (14) se torna
uma lei de conservação local para a equação F = 0.

Neste trabalho, além da classificação sobre auto-adjunticidade não-linear, apresentaremos
leis de conservação para a equação KdV-ZK (2) em (0,∞)×R×R2, utilizando o Teorema 1, o
Teorema de Ibragimov e resultados obtidos em [5, 6].
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