Teoria da Medida e Integragao

Lista 1 - Classes de Conjuntos

Obs: Alguns dos exercicios abaixo podem j4 ter sido feitos total ou parcialmente em sala

de aula.

I. Algebras

1. Seja Q = (0,1). Alguma das seguintes familias de conjuntos é uma &algebra?

a.
b.

C.

A1 =1{0,(0,3), (3, D}

Az = {0,(0,1), (0, 3), (5, )}

As = {0,(0,1),(0, 3),[3.1), (0,31, (3, 1)}
As={0,(0,1),(0,3], (3, D}

)
. Seja © = [0,1]. Complete a familia C; = {0, (0, 3],1} de tal forma a obter uma

Seja 2 = {1,2,3}. Complete a familia Co = {{2},{3}} de tal forma a obter uma
algebra.

3. Mostre que se A; e As sao algebras de subconjuntos de €, entao A; N Ay é algebra.

4. Considere Q = (0, 1]. Provar que

A={ACQ: A= U(ai, bi], (a;, b;] C (0, 1] e a unido é disjunta}
i=1

é algebra.

5. Provar que a colegao

A={ACQ:Aéfinito ou A é finito}

é algebra sobre ).



II. o—Algebras

1. Suponha que F; C Fo C F3 C ..., e que para cada n € N, F,, é uma o-algebra sobre
Q. Mostre que G = | J;2; F; ¢ uma algebra. Encontre um contra-exemplo para mostrar

que G nao é necessariamente uma o-algebra.

2. Mostre que a colecao
A={ACQ:AEéfinito ou A° é finito}

nao é uma o-algebra sobre €.

3. Considere € infinito, ndo enumeravel e mostre que a colegao
F ={AC Q: A éenumeravel ou A° é enumeravel}

é uma o-algebra sobre 2.
4. Sejam 2 um conjunto qualquer e F o-algebra sobre ). Considere C € F. Provar que
Fo={CnNA:Aec F} é o-algebra sobre C.

1

7#17 =] € F paran = 1,2,.... Mostre

5. Seja F uma o-algebra em Q = [0,1] tal que |

que:

a. {£:n=23.}eF

b. (1,1] € F para todo n > 2.
c. {0} e F.

d. (0,1] € F para todo n > 2.

6. Dado um conjunto de indices Z qualquer, seja {F4;a € Z} uma familia de o-algebras.
Ou seja, para cada o € T, F, ¢ uma o-algebra sobre 2. Mostre que G = [,z Fa €
uma o-algebra.

7. Dada uma familia C de subconjuntos de 2, mostre o(C) é a menor o-algebra que
contém C. Ou seja, se F é uma o-algebra, entdao C C F se, e s6 se, 0(C) C F.

8. Dadas duas familias C; e Cy de subconjuntos de €2, mostre que se C; C Co, entao
o(C1) C o(Co).

9. Mostre que a o-algebra de Borel sobre R, B(R), é gerada por cada uma das seguintes

familias de conjuntos:

a. A1 = {(a,b) : a < b,a,b € R}.



b. Ay ={[a,b] : a < b,a,b € R}
c. A3 ={[a,b):a<b,a,beR}
d. Ay ={(a,00) : a € R}.

e. As = {(—00,a):a € R}

f. As = {[a,00) : a € R}

g Ar={(~00,a] :a €R}

10. Dada uma funcao f: Q — Q' e A C Q' , defina a imagem inversa de A por f como o
conjunto f~1(A) C Q dado por

A ={we: fw) e A}
Do mesmo modo, dada uma colegao C de subconjuntos de €', defina
e ={H(AAec).

Deste modo, mostre que

a. se F' éuma o-algebra em ', entdo f~!(F') é o-algebra em . Em particular,
f~1(o(C") éuma o-dlgebra.

b. o(f71(C)) = fH(a(C)).

Dica: Mostre que G’ = {A € o(C') : f71(A) € o(f~1(C"))} é uma o-dlgebra de

subconjuntos de ' e conclua que G’ = o(C’).

11. E possivel que uma o-algebra infinita seja enumeravel? O que podemos afirmar sobre

a cardinalidade de uma o-algebra infinita?
III. Outras Classes de Conjuntos

1. Mostre que a familia

J ={0}U{(e, 8] C R;e, B € R}

é um w-sistema.

2. Mostre que a familia
Tn ={0} U {(o1,B1] X -+ X (0, Bn] CR™ 04, 8 € Ryi = 1,...,n}

é um m-sistema.



w

. O conjunto ) deve estar em todo w-sistema?

W

. Mostre que se a familia J formada por todos os subconjuntos que R" que nao sao

abertos e nem fechados, ndo é um m-sistema.
5. Dado um A-sistema £, mostre que
i.se AABeLe AC B,entdo B— A € L;
ii. se A,Be€ L com ANB =10, entao AUB € L;
iii. £ é uma classe mondtona.
6. Mostre que £ é um A-sistema se, e somente se,
(i) Qe L;
(ii) Se A,Be L, AC B, entao B— A € L;

(iii) Se {A;}2, € L sdo tais que A, C A, 41, para todo n € N, entao

[j Az e L.
=1

7. Dada uma familia C de subconjuntos de €2, mostre que \(A) (A-sistema gerado por C)

estd bem definido. Ou seja, prove que se {L,,a € T} sdo A-sistemas de subconjuntos

de ), entao
L= La
a€el

é um A-sistema.

8. Mostre que se F &, ao mesmo tempo, um m-sistema e um A-sistema, entao F é uma
o-algebra.

9. (Teorema A-7 sistema de Dynkin) Seja C é um m-sistema em e £ um A-sistema tal

que C C L. Para cada A C , defina G4 ={C C Q: ANC € A\(C)}. Mostre que:

a) se A(C) for um m-sistema, entao o(C) C L;

=3

)
) para todo A € A\(C), G4 é um A-sistema;
) se A €C, entao C C Gy;

) para todo A € C, A\(C) C Gu;

)

)

)

a2 o

D

para todo A € C e B € A\(C), vale que A € Gp;

—

para todo B € A\(C), vale que A(C) C Gp;

g) A(C) é um m-sistema, e portanto o(C) C L.



10.

11.
12.

Dada uma familia A de subconjuntos de €2, mostre que m(.A) (classe monotona gerada

por A) esta bem definida. Ou seja, prove que se {C,, @ € T} sao classes mondtonas de

C=)Ca

acl

subconjuntos de €, entao

é uma classe monotona.
Prove que uma algebra A é o-algebra, e somente se, A é uma classe mondtona.

Mostre que se A é algebra, entao m(A) = o(A).



IV. Limite superior e inferior

Seja A1, Ag, ... uma sequéncia de subconjuntos de 2. Definimos o limite superior e inferior

da sequéncia de conjuntos por

e} o
limsup A4,, = ﬂ U A,

n— 00
n=1m=n

€ o0 (o9}
hnrgloréfAn = U ﬂ A
n=1m=n
1. Seja Ay, Ag, ... € F, onde F ¢é o-algebra. Mostrar que limsup,,_,, A, € F eliminf, ,. A, €

F.
2. a. Mostre que w € limsup,,_,,, 4, se, e somente se, w € A,, para infinitos indices n.

b. Mostre que w € liminf,,_,., A, se, e somente se, w € A, para todo n a nao ser, tal

vez, uma quantidade finita de indices n.

w

. Mostre que:

a. liminf, , A, C limsup,,_,. An.

b. Se A, T A (ou A,, | A), entao liminf, ,- A, = limsup,,_, . An.



Definicoes
A seguir listamos algumas das definigbes necessérias para os exercicios desta lista.

. Diremos que uma familia M de subconjuntos de €2 é uma classe mondtona se é fechada

para unides e interse¢oes monodtonas. Ou seja, se {A4;}72,,{B;}2, € M,
A CAC--- e B12By2D---,

entao
U?ilAi eEM e ;.il B; € M.

. Diremos que uma familia £ de subconjuntos de 2 é uma um w-sistema se é fechado para

intersecoes. Ou seja, se A, B € L, entao ANB € L.

. Diremos que uma familia £ de subconjuntos de 2 é um A-sistema se

(i) Qe L;
(ii) Se A € L, entao A€ € L;

(iii) Se {A;}2, € L, sao disjuntos dois a dois, entao

[j A; e L.
i=1

. Dada uma familia A de subconjuntos de €2, seja Z(A) o conjunto de classes mondtonas que

contém a A. Defina entao

mA) = (] M
MEE(A)

como a classe monotona gerada por A. Ou ainda, de maneira equivalente, a menor classe

monoétona que contém A.

. Dada uma familia A de subconjuntos de €2, seja Z(.A) o conjunto de A-sistemas que contém

a A. Defina entao

AA= () £

LEE(A)
como o A-sistema gerado por A. Ou ainda, de maneira equivalente, o menor A-sistema que

contém A.



