Teoria da Medida e Integragao
Lista 2

I. Medida

1. Seja © um conjunto finito ou enumeravel, e dado A C €2 defina u(A) como o namero
de elementos em A, se A ¢ finito e p(A) = +oo se A ¢ infinito. Mostre que p define

uma medida o-finita em (£, 29).

2. Dado 2 infinito nao enumeravel, defina a o-algebra
F={ACQ:A éno maximo enumeravel ou A° é no maximo enumeravel},

como no exercicio I1.3 da Lista 1. Para A € F defina u(A) = 0 se ¢ A é no maximo
enumeravel e u(A) = +oo se A° é no maximo enumeravel. Mostre que p ¢ uma medida

em (2, F), e que u nao é o-finita.

3. Considere 2 um conjunto arbitréario, e defina F como na questao anterior. Para A € F,
faca entao v(A) = 0 se é A é no méximo enumeravel e v(A) = 1 se A° é no maximo
enumeravel. Mostre que
a. v estd bem definida se, e s6 se, €2 é infinito ndo enumeravel;

b. se Q é infinito ndo enumeravel, entdao v é uma medida em (2, F).

4. (Medidas Discretas) Dado Q = {x1,z2,...} e uma sequéncia (p,)n>1 C [0, 00], para
cada A C Q defina

wA) = " pa

n:rp €A

Mostre que g ¢ uma medida em (£2,2%). Encontre condicdes suficientes para que ju

seja o-finita.

5. Sejam p1, ..., i, medidas em um espago mensuravel (Q,F) e ay,as,..,a, € [0,00).
Mostre que que p : F — [0, +00] dada por

u(A) = aipi(A), A€F,
=1

¢ uma medida em (Q,F). Isto vale para familias arbitrarias (u;);c; de medidas e



10.

11.

familias arbitrarias (a;)ier C [0,00)? Isto ¢, a formula
S
icl

define uma medida em (2, F)?

Sejam (€2, F, 1) um espago de medida e E € F. Defina
pe(A) = p(ENA), paratodo A € F.

Mostre que pp é uma medida.

Seja (Q, F, u) um espago de medida tal que VB € F, 0 < u(B) < co. Fixemos um B

e definamos pp : F — [0,00] pela formula pp(A) = p(AN B)/u(B). Prove que:

a. (2,F,p) é¢ um espago de medida.

b. (Teorema de Bayes) Suponha adicionalmente que € é uma unido, no méaximo,
enumeravel disjunta de conjuntos B, e p finita. Mostre que para todo A € F
temos que p(A) = >, 1B, (A)u(By). Além do anterior, temos também que para
todon € N

. ,UA(Bn)M(A)
w4 = S (B (A

Seja v uma fungao de conjuntos definida em uma o-algebra F de subconjuntos de ).
Mostre que se v é finitamente aditiva e enumeravelmente subaditiva em F, entéao ela

é enumeravelmente aditiva em F.

Seja (2, F, pu) um espago de medida. Mostre que para todo A, B € F tem-se que
#(AUB)+ (AN B) = u(4) + u(B).

Dado um espago de medida (2, F,u), seja A1 C Ay C --- uma sequéncia nao-

decrescente de conjuntos em F. Mostre que
o0
() - i
n=

Dado um espago de medida (€2, F, i), seja A1 2 Ag D - -+ uma sequéncia nao-crescente



de conjuntos em F, tal que p(A4,) < oo para algum n. Mostre que

(o) mcas
n=1

12. Mostre, via contra exemplo, que a hipétese de finitude no exercicio anterior nao pode
ser excluida.

13. Seja (£2, F) um espago mensuravel, e u : F — [0, 00) finitamente aditiva, com p(2) <
oo. Mostre que p é o-aditiva (e portanto uma medida) se, e s6 se, para qualquer

sequéncia nao-crescente A1 O Ay D -+ de conjuntos em F tal que N2, = () vale que
limy, 00 p(4,,) = 0.
14. (Lema de Fatou para medidas) Sejam (€2, F, u) um espago de medida e {E), }neny C F.

o0 o0 oo oo
limsup Ep = () | Em, e lim inf £, = U N En

n—00
n=1m=n n=1m=n

Definamos

Mostre que:
a. p(liminf E,) < liminf u(E,).
b. se u(U, ey En) < 0o entdo p(limsup Ey,) > limsup p(Ey,).

15. (Lema de Borel-Cantelli) Seja (2, F, ;1) um espago de medida e (E), )nen uma sequéncia
de conjuntos em F. Provar que se > u(Ey,) < 0o, entao p(limsup E,) = 0.

16. (Principio de inclusao-exclusio) Sejam n € N e Ay, ..., A,, € F, onde F é o-algebra.
Considere 1 uma medida em F e suponha que p(Ay) < oo para todo k = 1,..,n.

Provar que

n n k
k=1 k=141 <ip<...<ij j=1

II. Medida exterior

1. Dada A uma algebra em P(£2), defina

AU:{GAn;AnEA,n21},

n=1

Ags = {ﬂAn;AneAg,nzl}.
n=1



Seja pp uma pré-medida sobre A e p* a medida exterior induzida do pg. Mostre que:

a. Para todo E C Qee >0, existe A € A, tal que E C A e p*(A) < p*(E)+¢

b. Se p*(E) < oo, entdo E é p*-mensuravel se, e s6 se, existe B € A, tal que E C B
e p*(B\E) =0.

c. O item anterior ainda vale se ug é o-finita.

. Seja p* a medida exterior em 2 induzida por uma pré-medida po, tal que p*(2) < oo.

Para E C ) defina a medida interior de E por

1 (B) = 1*(Q) — " (E°).

Nestas condigoes, mostre que A C Q é p*-mensuravel se, e s6 se, p*(A) = u(A).
. Teorema de extensdo de Caratheodory: Mostre a unicidade no caso o-finito.
. Sejam p uma medida o—finita em (2, F) e p* medida exterior induzida por p. Seja E

um subconjunto arbitrario de 2 tal que p*(EF) = p*(2), (mas E ndo tem que pertencer

a F). Provar que:
a. Se A, Be F,e ANE =BNE, entao u(A) = u(B).
b. Considere Fp = {ANE: A€ F}. Definav: Fg — [0,00] por v(ANE) = p(A).

Entao Fg é o—algebra e v é medida sobre Fg.



