
Relações entre as Integrais de Riemann e Lebesgue

Teorema 1. Seja f : [a, b]→ R uma função limitada.

(a) Se f é integrável à Riemann, então f é mensurável e integrável à Lebesgue, e∫ b

a

f(x)dx =

∫
f(x)dm(x);

(b) (Critério de Lebesgue para Integral de Riemann) f é integrável à Riemann se, e

somente se, o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem medida de Lebesgue nula.

Demonstração. Antes de começar, vamos fixar algumas notações.

Dada uma partição P = {Ik}mk=1 de [a, b], onde Ik é um intervalo de extremidades ak < bk,

defina as somas de Riemann superior e inferior, respectivamente, por

SP =

n∑
k=1

Wk(bk − ak),

e

sP =

n∑
k=1

wk(bk − ak),

onde Wk = sup{f(x);x ∈ Ik} e wk = inf{f(x);x ∈ Ik}.

Observe também que, definindo

GP =

n∑
k=1

Wk1Ik ,

e

gP =

n∑
k=1

wk1Ik ,

então ∫
GP dm =

n∑
k=1

Wk(bk − ak) = SP ,

e ∫
gP dm =

n∑
k=1

wk(bk − ak) = sP .

Agora, dado um intervalo I, defina a oscilação de f em I por

o(f ; I) = sup
x∈I

f(x)− inf
x∈I

f(x),

e dado x0 ∈ [a, b], tome a oscilação de f em x0 como

o(f ;x0) = lim
ε→0

o(f ; (x0 − ε, x0 + ε)).

Assim, se

On = {x ∈ [a, b] : o(f ;x) ≥ 1/n},

então o conjunto D dos pontos de descontinuidade de f é dado por

D = {x ∈ [a, b] : o(f ;x) > 0} =

∞⋃
n=1

On.
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(a) Se f é integrável à Riemann, então conseguimos uma sequência Pn de partições de [a, b] por

intervalos, tal que Pn+1 refina Pn para todo n, e tal que, se Gn = GPn , gn = gPn , Sn = SPn e

sn = sPn
, então

lim
n→∞

∫
Gndm = lim

n→∞
Sn =

∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

∫
gndm.

Além disso temos

−∞ < inf
x∈[a,b]

f(x) ≤ · · · ≤ gn ≤ gn+1 ≤ · · · ≤ f,

e

f ≤ · · · ≤ Gn+1 ≤ Gn ≤ · · · ≤ sup
x∈[a,b]

f(x) <∞.

Assim, existem G, g : [a, b]→ R mensuráveis, com G ≤ f ≤ g e tais que Gn → G e gn → g.

Assim, pelo TCM∫
Gdm = lim

n→∞

∫
Gndm =

∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫
Gndm =

∫
gdm,

e portanto ∫
(G− g)dm = 0,

e G = g q.s.. Conclúımos assim que f = G = g q.s., e o resultado segue.

(b) (⇒) Para provar a primeira implicação suponha que a m(D) > c > 0. Segue que

m(On) > c

para n suficientemente grande.

Dada uma partição P = {Ik}mk=1 de [a, b], sejam Im1 , . . . , Imk
os intervalos em P que

possuem algum ponto de On no seu interior interior. Como o conjunto dos pontos de fronteira

dos Ik tem medida de Lebesgue nula, segue que

m

(
k⋃
i=1

I◦mi

)
> c,

e portanto

SP − sP =

n∑
k=1

(Wk − wk)(bk − ak)

=

n∑
k=1

o(f ; Ik)(bk − ak)

≥
k∑
i=1

o(f ; Imi
)(bmi

− ami
)

> c/n,

para qualquer partição P . Segue portanto que f não é integrável à Riemann.

(⇐) Antes de mais nada observe que se (xk)k≥1 é uma sequência convergente de números

em On, com limite z, como toda vizinhança I de z possui um ponto da sequência, então

o(f ; I) > 1/n e portanto z ∈ On. Isso mostra que On é fechado, e portanto compacto.
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Suponha então que m(D) = 0. Segue que m(On) = 0 para todo n ≥ 1.

Dado ε = 1/n, tome uma cobertura Cε de On por intervalos abertos em [a, b]. Como On é

compacto, existe uma subcobertura finita, e podemos, sem perda de generalidade considerar

Cε = {Vk} finita.

Como m(On) = 0, podemos (pela definição da medida exterior) escolher Cε de modo que a

soma das medidas dos intervalos seja menor que ε/2o(f ; [a, b]). Ou seja,∑
k

m(Ik) <
ε

2o(f ; [a, b])
.

Defina Bε como o complementar de Cε em [a, b], e observe que o(f ;x) < ε para todo x ∈ Bε.
Assim, para cada xi ∈ Bε ∩Q conseguimos uma vizinhança Ui de xi tal que

o(f ;Ui) < ε/2(b− a).

A famı́lia {Ui} destas vizinhanças forma uma cobertura de Bε, e como Bε é compacto,

podemos tomar uma subcobertura finita (ou considerar, sem perda de generalidade, que {Ui}
é finita).

Faça então

I1 = V1

I2 = V2\V1

Ik = Vk\(V1 ∪ · · · ∪ Vk−1)

J1 = U1 ∩Bε

J2 = (U2\U1) ∩Bε

Ji = (Ui\(U1 ∪ · · · ∪ Ui−1)) ∩Bε

Assim, cada Ik e cada Ji são uniões finitas de intervalos em [a, b], e P = {Ik; Ji} forma uma

partição finita de [a, b]. Vale ainda que

Sp − sP =
∑
k

o(f ; Ik)m(Ik) +
∑
i

o(f ; Ji)m(Ji)

≤ o(f ; [Ik]a, b])
∑
k

m(Ik) +
ε

2(b− a)

∑
i

m(Ji)

≤ o(f ; [Ik]a, b])
ε

2o(f ; [Ik]a, b])
+

ε

2(b− a)
m(Bε)

≤ ε

2
+

ε

2(b− a)
(b− a)

= ε.

Mostramos assim que se m(D) = 0, para todo ε > 0, existe uma partição P de [a, b] tal que

SP − sP < ε, e portanto f é integrável à Riemann.
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