Relagoes entre as Integrais de Riemann e Lebesgue
Teorema 1. Seja f : [a,b] = R uma funcgdo limitada.
(a) Se f ¢é integravel a Riemann, entao f € mensurdvel e integrdvel o Lebesgue, e
b
/a flz)dx = /f(x)dm(x),
(b) (Critério de Lebesgue para Integral de Riemann) f ¢ integrdvel a Riemann se, e
somente se, o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem medida de Lebesgue nula.

Demonstracdo. Antes de comecar, vamos fixar algumas notagoes.

Dada uma particdo P = {Ix}}", de [a,b], onde I é um intervalo de extremidades ay < by,

defina as somas de Riemann superior e inferior, respectivamente, por

Sp = ZWk(bk —ag),
k=1
sp =Y wi(bx — ax),
k=1
onde Wi, = sup{f(z);z € I} e wy = inf{f(z);z € I1}.

Observe também que, definindo

Gp = Z Wily,,
k=1

€
gp = wily,,
k=1
entao .
/Gpdm = ZWk(bk' — ak) = Sp,
k=1
€

/gpdm = Zwk(bk — ak) = Sp.

k=1

Agora, dado um intervalo I, defina a oscilacdo de f em I por

o(f; 1) = sup f(z) — inf f(z),

zel zel

e dado xg € [a,b], tome a oscilagdo de f em zp como
o(f;zo) = lim o(f; (zo — €, 20 +€)).
e—0
Assim, se
On ={z €la,b]: o(f;2) > 1/n},
entao o conjunto D dos pontos de descontinuidade de f é dado por
D={z€lab]:o(f;x) >0} = | J O

n=1
1



(a) Se f é integravel & Riemann, entdo conseguimos uma sequéncia P, de partigoes de [a,b] por
intervalos, tal que P, 41 refina P, para todo n, e tal que, se G, = Gp,, gn = gp,, Sn = Sp, €
Sp = Sp,, entao
b
lim [ G,,dm = lim S, :/ f(z)dz = lim s, = lim [ g,dm.
n—oo n—oo a n—oo n—oo

Além disso temos

—oo< inf f(@)<-<gn<gnt1 <<,
z€Ja,b]

< <Gu1 <G <o < sup f(z) < oo

z€la,b]
Assim, existem G, g : [a,b] — R mensurdveis, com G < f < g e tais que G, = G e g, — ¢.
Assim, pelo TCM

/de = nli_{r;O/Gndm = /ab f(z)dx = nlLII;O/Gndm = /gdm,
e portanto
(@~ gyam—o.
e G = g g.s.. Concluimos assim que f = G = g g.s., e o resultado segue.

(b) (=) Para provar a primeira implicagdo suponha que a m(D) > ¢ > 0. Segue que
m(0,) > ¢

para n suficientemente grande.
Dada uma particado P = {I}}", de [a,b], sejam I, ,..., Iy, os intervalos em P que
possuem algum ponto de O,, no seu interior interior. Como o conjunto dos pontos de fronteira

dos I tem medida de Lebesgue nula, segue que
k
m <U Iﬁ”> > ¢,
i=1

(Wi — wy.) (by — ax)

e portanto
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>
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o(f; 1) (by — ax)

> 0(f§ Imi)(bmi - ami)

> ¢/n,

para qualquer particdo P. Segue portanto que f nao é integravel a Riemann.
(<) Antes de mais nada observe que se (zx)x>1 ¢ uma sequéncia convergente de nimeros
em O, com limite z, como toda vizinhanca I de z possui um ponto da sequéncia, entao

o(f;I) > 1/n e portanto z € O,,. Isso mostra que O,, é fechado, e portanto compacto.



Suponha entdo que m(D) = 0. Segue que m(0O,,) = 0 para todo n > 1.

Dado € = 1/n, tome uma cobertura C, de O,, por intervalos abertos em [a,b]. Como O, é
compacto, existe uma subcobertura finita, e podemos, sem perda de generalidade considerar
Ce = {V;} finita.

Como m(0,,) = 0, podemos (pela defini¢io da medida exterior) escolher C, de modo que a

soma das medidas dos intervalos seja menor que e/20(f; [a,b]). Ou seja,

2 ) < gy o

Defina B, como o complementar de C, em [a, b], e observe que o(f; ) < € para todo = € B..

Assim, para cada z; € B N Q conseguimos uma vizinhanga U; de x; tal que

o(f;U;) < €/2(b—a).

A familia {U;} destas vizinhangas forma uma cobertura de B, e como B. é compacto,
podemos tomar uma subcobertura finita (ou considerar, sem perda de generalidade, que {U;}
é finita).

Faga entao

L =W

I, =Vo\Wi

I, = Vk\(Vl J---u Vk—l)
J=U1N B,

Jo = (UQ\Ul) N B.
Ji=U\(U1U---UU;_1)) N B

Assim, cada I, e cada J; sdo unides finitas de intervalos em [a, b], e P = {Ij; J;} forma uma

partigdo finita de [a, b]. Vale ainda que

Sp_SP:Z(fIk (Ix) +Z (f; Ji)m

k
I3[ Ix]a, b)) Zm a) Zm(Ji>
0(f7 [Ik]aa b])20(f, [Ik]a, bD + 2(b — a) m(Be)
S5 a9

Mostramos assim que se m(D) = 0, para todo € > 0, existe uma partigdo P de [a, b] tal que

Sp — sp < €, e portanto f é integravel a Riemann.



