Teoria da Medida e Integragao
Lista 3

Medida de Lebesgue em R

Nos exercicios abaixo, denotaremos por m a medida de Lebesgue em (R, £), m* a medida
exterior associada & m, e £ a o-dlgebra dos subconjuntos mensuraveis & Lebesgue. Ou seja, £

¢é formada pelos conjuntos A C R tais que
m*(E) =m*(ENA)+m"(EnN A,

para todo £ C R.

1. Mostre que, para cada E € L,
m(E) = inf {Z(bz — ai) FE C U (a,;,bz-)} .
i ieN
2. Dado E C R, prove que as seguintes afirmagoes sao equivalentes.

a. Ee Ll
b. Para todo € > 0, existe um aberto O D E tal que m*(O \ E) <e.

c. Para todo € > 0, existe um fechado F' C E tal que m*(E \ F') < e.
3. Mostrar que m(Q) = 0.
4. Para cada € > 0 construa um conjunto aberto A C R tal que Q C A e m* (A) <.

5. Seja A € £ um conjunto Lebesgue mensuréavel com m (A) = 0. Mostre que A€ é denso em
R.

6. Para a,b € R com a < b seja f : [a,b] = R uma fungao diferenciavel. Suponha que exista

M > 0, tal que para cada z € (a,b),|f" (z)] < M, e mostre que
m* (f (A)) < Mm* (A)

para cada A C [a, b].



10.

11.

Para A € L com m (A) < +oo defina uma func¢ao f : R — R através da formula
f(z)=m(AN(—o0,x])

para cada = € R.

(a) Mostre que f é crescente em R.

(b) Mostre que f é uma fungao Lipschitz.

. Seja C € L com m (C) = 1. Mostre que, para cada 0 < r < 1, existe A € L, A C C, tal

que m (A) =r.

(Primeiro Principio de Littlewood para m). Suponhamos que m(E) < oco. Provar que para

todo € > 0, existe A, unido finita de intervalos abertos, tal que

m(E A A) <e.

Dados A € B(R) e r € R, defina os conjuntos rA = {rz:x € Ay e A+r={z+r:z € A}

Nestas condigoes, prove que

(a) 7A, A+ 1 € B(R);

(b) m(rA) = [r[m(A);

(¢c) m(A+r)=m(A) (m é invariante por translagoes).
(Dica: em (a) mostre que para r # 0

Fo={AcBR): A+reBR)} e G ={AcBR):rAcB(R)}

sdo o-dlgebras.)

Seja p uma medida nao-nula em (R, B(R)), com p(A) < oo para todo A € B(R) limitado.

Mostre que p é invariante por translagoes se, e somente se, existe ¢ > 0 tal que p(-) = em(-).



