Teoria da Medida e Integracao

Lista b

Integracao

. Seja (fn)n>1 uma sequéncia de funcdes mensuraveis, e g € L™, tais que f,, < g q.s, para todon > 1.
Mostre que
limsup/fndu < /lirn sup frdu.
n—oo

n—oo

. (Necessidade das hipoteses do Teorema da Convergéncia Dominada) Dado M > 0, encontre
uma sequéncia (fy)n>1 de funcdes reais mensuraveis definidas em algum espago de medida (X, F, p),

tais que
(i) f= 1171111 fn existe g.s.;
(ii) J|fnldpw < M, para todo n > 1;
mas com liTrln/fndu * /li7rln fndpu.
. (Densidade das funcées simples em L) Sejam f € L1(X,u) e € > 0. Provar que existe uma
funcdo simples e integravel ¢, tal que

15 = ldu < e

. Seja (X, F,u) um espaco de medida e seja f : X X [a,b] — R uma funcdo tal que f(-,t) é F-

mensuravel para cada a <t <b.

a. Suponha que para algum ¢ € [a, D]

lim f(z,t) = f(z,t0)

t—to

para todo = € X, e que existe uma func3o g integravel tal que | f(z,t)| < g(x) para todo t € [a, b).

Mostre que

/f(ﬂ%to)duztli)%/f(a:,t)du

b. Suponha que a funcdo y(t) = f(-,t) é continua em [a,b] para cada = € X e se existe uma funcdo
=g

g integravel tal que | f(z,t)] (x) para todo t € [a,b]. Mostre que a fungdo

P = [ fo,tyd

é continua [a, b].
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10.

11.

c. Suponha que a funcdo y(z) = f(x,to) é integravel em X para algum ty € [a,b]. Assuma que

existe % em X X [a,b] e que existe g integravel tal que

of

8t(ac,zt)’ < g(x) para todo t € [a, b].

Mostre que F' é diferencidvel em [a,b] e

%(t) = jt/f(x,t)duz /g{(%t)du-

1

. Sejan >2ex > 0. Mostre que (1 + £)" > 122 e verifique que a funcio f(z) = (14 )" &

n

Lebesgue Integravel em [1,00) e que

T —n
lim <1 + ) dm = e L.
n—oo [1,00) n

Sejam X = [0,00), Bx os Borelianos de X e m a medida de Lebesque em X. Se f é uma funcdo

nao negativa e continua em X, prove que

/fdm = blirglo /Ob f(x)dx

Use o exercicio anterior para mostrar que

/ z"e Fdm = n!
[0,00)

Dado A = {z1,z2,...,2,} C X, seja 1 a medida de contagem de A em (X,P(X)), dada por
u(B) = card(ANB), BC X. Para f : X — R, encontre [ fdpu.

(Integrais para medidas discretas) Generalizando a questdo anterior, tome A C X finito ou infinito

enumeravel, tome p: A — [0,00) e defina p: P(X) — [0, 0] a medida em (X,P(X)) dada por

uw(B)= > pla).

rz€ANB

Mostre que se f: X — R é positiva, entdo

[ fdu =3 r@pla).

€A

Dados (X, F, 1) um espaco de medida e f € L™, defina v(A) = [, fdu, A € F. Mostre que

a. v é uma medida em (X, F);

b. Se g€ LT UL (v), entdo [ gdv = [ gfdpu.

Dadas p1, pe medidas em (X, F), mostre que v : F — [0,00], dada por v(A) := p1(A) + p2(A),
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

A€ F, émedidaem (X, F)eque [ fdv= [ fdus + [ fdus paratoda f € LT UL (v).

Seja ([0,00),B([0,00)), ), onde X é a medida de Lebesgue. Seja f,(w) = e\_/gd e seja I, = [ fndA.

Mostre que

(a) lim fp(w) =0.
(b) [fa(w)| < g(w), onde g(w) =w 2 se0<w < legw)=e“ sew > 1
(¢) lim I, =0.

n—o0

Considere o espaco (R, B(R), \), onde \ é a medida de Lebesgue na reta. Seja f,, = %ﬂ{[o,n]} e seja

f =0. Mostre que a sequencia (f)nen converge uniformemente a f, mas que

/ﬂu#ﬁﬁ/hﬁ.

Mostre que se (2, F, i) é um espaco de medida finito e que se (f,),>1 é uma sequencia de fungdes

reais, mensuraveis e nao negativas que converge uniformente para uma funcao real f, entdo

/fdu:nli_{go/fndu.

Seja ([a, b], B([a, b]), A), onde A é a medida de Lebesgue em [a, b]. Seja f uma func3o continua e n3o

/fd)\:/abf(w)dw

onde o lado direito denota a integral de Riemann.

negativa. Mostre que

Mostre que
lim fndX =0,

n—o0 [O,n]

onde fp(w) := nyw

1+n2x2-

Seja (2, F, 1) um espago de medida finito. Se f é F-mensuravel, seja E,, = {w: n—1 < |f(w)| < n}.

Mostre que f é integravel se, e somente se,

Z nu(Ey,) < oo.
n=1
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