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Lista 3 - Probabilidade

Independéncia
1— FacaQ ={1,2,...,9}edefinaPem (Q, 29) tal que P({k}) = 1/9 para cada k € Q. Mostre que 0s
eventos{1,2,3},{1,4,5},{2,4, 6} sdo dois a dois independentes, mas a familia ndo é independente.

2 — Construa um exemplo de trés eventos A,B,C nao independentes, mas tais que
P(ANBNC)=PA)PB)PC).

3 — Dado uma familia finita {A;;1 = 1,...,n} de eventos independentes, mostre que a familia

{B;;1 =1,...,n},onde cada B; ou éigual a A; ou A, também é independente.

4— a) Paratodo k = 1,...,n deixe P, ser uma particdo de QO em conjuntos enumeraveis de F.
Mostre que as o-algebras o(Py), ..., 0(P,) sdo independentes se e somente se @ vale para cada
escolhade AyemP k=1,...,n.

b) Mostre que os conjuntos Ay,..., A, sdo independentes se e somente se
P((Be) =P8
k=1 k=1
para toda escolha de By como Ay ou Af parak =1,...,n.
5 — Deixe Ay,..., A, serem 7-sistemas de conjuntos em J tais que
P((NA«) =TTP(Ad 1)
k=1 k=1
para todaescolhade Ay € Ayparak =1,...,n.

a) Mostre usando um exemplo simples que Ay ’s ndao precisam ser independentes.

b) Mostre que Ay’s serdo independentes se para todo k, Q é unido enumeravel de conjuntos em A,.
Dica: Inclusao- Exclusao



6 — Dados Ay, A,,.... Mostre que P(A, iv.) = 1 se e somente se Z P(A,|A) diverge para todo A de
n=1

probabilidade ndo nula

Dica: Mostre que P(A,, iv.) < 1 & ZIP’(An!A) < oo para algum conjunto A comP(A) > 0.

n=1

7 — Dado um espaco de probabilidade (Q, F,P) com Q enumeravel, faco o que se pede.

a) Mostre que ndo existe sequéncia de eventos A, A, ... € Findependentes tal que P(A;) = 1/2
paracadai>1;

b) Dado 0 < p, < 1,faga &, = min{pn,1 — pn}. Mostre que se ) «, diverge, entdo ndo existe
sequéncia de eventos Ay, A,, ... € Findependentes tal que P(A,,) = p, paracadan > 1.

8 — Seja Q = {0, 1}*°, F a o-algebra produto em Q. Para cadan > 1, defina
Hn ={(wy)iz1 € QO wy =1},

tome P a medida produto de probabilidade em (Q, F) tal que P(H,) = p,com 0 < p < 1, efaga o que
se pede.

) Mostre que Hy, H,, ... sdo eventos independentes;

) Mostre que para qualquer fungdo 6 : N — N,P(H; N H, N -+ - N Hyom) iv.) éigualaOout;
) CalculeP(Hpys N Hppo M-+~ N Hppo i)

d) CalculeP(Ho 1 N Hppo N --- N Hyp, iV);

) Calcule P(H

) Calcule P(H

n+1 1 Hn+2 n---N Hn+Llog1/p nj ’V)
ntt1 ) Hn+2 n---N Hn+m+e)log]/p nj i-V-)> € > O;

9 — Seja A1, Ay, ... € Fuma sequéncia de eventos independentes e para x € R faca
T ¢
S, = w:T}LIEOHZHAk(w) <x,.
Mostre que P(S,) =0ou 1.

10 — Seja A1, Ay, ... € F uma sequéncia de eventos independentes. Mostre que se uma v.s. Y é men-
suravel com respeito a 0(A,, Ani1,...) paratodon > 1, entdo existe a € Rtalque P(Y = a) = 1.



11 — Uma bolsa contém uma bola preta e m bolas brancas. Uma bola é retirada aleatoriamente. Se ela
for preta, ele é retornada para o saco. Se for branca, ela e uma bola branca adicional sdo devolvidas a
bolsa. Deixe A, indicar o evento em que a bola negra nao é retirada nas primeiras n tentativas . Discuta
a reciproca do Lema de Borel-Cantelli com referéncia aos eventos A.,.

12 — Dados A, n > 1, conjuntos de Borel no espaco de Lebesgue ([0, 1], F(0, 1), ). Mostre que se
existeY > 0,talque u(A,) > Y paratodon, entdo existe pelo menos um ponto que pertence a infinitos
conjuntos A,



